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Résumé

L’objectif de ce travail est de construire une famille de solutions approchées pour l’équa-

tion de transport-diffusion dans le demi-espace Rd
+ avec une condition aux limites de Dirichlet

homogène. Pour cela, nous utilisons le noyau de la chaleur et la translation pour décrire le

transport à chaque pas de temps discrétisé. Nous démontrons la convergence uniforme de

cette famille de solutions approchées ainsi que de leurs dérivées premières par rapport aux

variables spatiales. De plus, nous démontrons la convergence ponctuelle de ses dérivées se-

condes par rapport aux variables spatiales. En outre, nous montrons que la fonction limite

satisfait l’équation de transport-diffusion dans le demi-espace Rd
+ avec des conditions aux

limites homogènes. Du point de vue technique, il est essentiel d’élaborer l’estimation des

dérivées troisièmes des solutions approchées par rapport aux variables spatiales en tenant

compte de l’influence des conditions aux limites.

Mots-clés : Équation de transport-diffusion, approximation par le noyau de la chaleur, dis-

crétisation du temps, opérateur de prolongement impair, condition aux limites homogène.



Abstact

In this work, a family of approximate solutions to transport-diffusion equation in the half-

space Rd
+ is constructed by using the heat kernel and the translation representing transport

on each step of time discretization. The uniform convergence of these approximate solutions

and that of their first derivatives with respect to the space variables as well as the point-wise

convergence of their second derivatives with respect to the space variables are proved. We

also show that the limit function satisfies the transport-diffusion equation in the half-space

with homogenous boundary conditions. From the technical point of view it is essential to

obtain for the third derivatives of approximate solutions with respect to the space variables

a necessary estimate for the passage to the limit, taking into account the influence of the

boundary conditions.

Key words : Transport-diffusion equation, approximation by heat kernel, time discretization,

odd extension operator, homogenous boudary condition.
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Introduction générale

E
n modélisation, pour décrire le processus de transport et de diffusion d’une sub-

stance contenue dans un fluide ou d’une propriété d’un fluide (comme la température)

dans le fluide en mouvement, nous utilisons par exemple l’équation

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x) − κ∆u(t, x) = 0, pour (t, x) ∈ R+ × Rd,

ou

∂tu(t, x) + ∇ · (u(t, x)v(t, x)) − κ∆u(t, x) = 0, pour (t, x) ∈ R+ × Rd,

ou encore, en considérant aussi une source ou un terme de réaction

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x) − κ∆u(t, x) = f, pour (t, x) ∈ R+ × Rd,

ou

∂tu(t, x) + ∇ · (u(t, x)v(t, x)) − κ∆u(t, x) = f, pour (t, x) ∈ R+ × Rd,

où u désigne la quantité de substance ou l’intensité de propriété qui est transportée et

diffusée, v le vecteur vitesse de transport, κ le coéfficient de diffusion et f la source ou le

terme de réaction. Ici et dans la suite

∆ =
d∑
i=1

∂2
xi
, v · ∇ =

d∑
i=1

vi∂xi
, ∇ · v =

d∑
i=1

∂xi
vi.
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Figure 1 – Émission de fumée

Par exemple dans la on peut voir l’épaisse fumée provenant des installations pétrolières

qui brûlent des gaz excédentaires d’hydrocarbures. La fumée est transportée par le vent et

subit une certaine diffusion. Pour modéliser ce phénomène on peut utiliser l’équation

∂tu(t, x) + ∇ · (v(t, x)u(t, x)) − κ∆u(t, x) = f(t, x, u(t, x)),

où u(t, x) est la concentration de la fumée, v(t, x) est la vitesse de l’air et f(t, x, u(t, x)) est le

terme dû à d’éventuelles réactions chimiques entre les molécules de la fumée et les molécules

qui composent l’air.

Nous citons un autre exemple, celui de "l’émission" de la vapeur d’eau à partir de la surface

de la mer et son transport et diffusion dans l’air. En négligeant le facteur ∇ · v(t, x) et en

supposant absente la réaction chimique de la vapeur d’eau, on peut considérer l’équation

∂tu(t, x) + v(t, x) · u(t, x) − κ∆u(t, x) = 0 dans {x3 > 0},

avec la condition aux limites

u(t, x) = u1,
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où u1 est la densité de la vapeur saturée déterminée par la température de l’eau à la surface

(considérée comme constante). Ce modèle a été étudié dans [2], [3] dans le cadre théorique et

aussi des calculs numériques, montrant la possibilité d’un début du processus de condensation

de la vapeur d’eau dans l’atmosphère.

Dans la littérature on trouve nombreuses applications de l’équation de transport-diffusion

à des cas concrets, en particulier à des problèmes de la polution atmosphérique ou problèmes

analogues, comme on peut le voir par exemple dans [13], [14], [17], [32].

Du point de vue mathématique, vue la relation

∇ · (uv) = v · ∇u+ u∇ · v,

on peut regrouper toutes les équations citées en haut sous une forme générale

∂tu(t, x)+v(t, x) ·∇u(t, x)−κ∆u(t, x) = f(t, x, u(t, x)), pour (t, x, u) ∈ R+ ×Rd×R. (1)

On peut considérer une forme encore plus générale

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x) −
d∑

i,j=1
ai,j(t, x)∂xi

∂xj
u(t, x) = f(t, x, u(t, x)),

pour (t, x) ∈ R+ × Rd. (2)

En effet, selon la classification habituelle des équations aux dérivées partielles (voir par

exemple [30], [24]), l’équation (2) est appelée équation de type parabolique (du second ordre),

s’il existe une constante a > 0 telle que

d∑
i,j=1

aij(t, x)ξiξj ≥ a|ξ|2 ∀ξ ∈ Rd. (3)

Comme il est bien connu, les équations aux dérivées partielles de type parabolique sont

largement étudiées (voir par exemple [8], [24]) et ce par différentes méthodes. Nous citons

entre autres la méthode utilisant les espace de Hölder (voir par exemple [20], [19]), la méthode

de Levi (voir [21], voir aussi [20], Chap. IV, §§ 11-), qui s’applique aux équations avec un

opérateur elliptique beaucoup plus général, et la représentation stochastique de la solution

d’une équation du type parabolique, autrement dit, l’équation de Kolmogorov inverse (voir

par exemple [16], chap. VIII, § 4, Th. 1).
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Rappelons que les méthodes usuelles, soit dans les espaces de Sobolev soit dans les espaces

de Hölder, considèrent le terme relatif à l’opérateur elliptique comme partie principale de

l’équation, d’où on obtient une meilleure estimation de la régularité de la solution, et traitent

les termes de transport comme des terme supplémentaires que ne contribuent pas à améliorer

la solution. Mais si nous faisons l’attention à la réalité physique de processus de transport-

diffusion, nous trouvons souvent que l’effet de la diffusion est relativement ou assez petit

devant le processus de transport.

La méthode de la représentation stochastique, quant à elle, donne, de certaine manière,

le possibilité de décrire les aspects soit du transport soit de la diffusion, en particulier la

possibilité d’étudier le comportement de la solution dans le cas où le coefficient de diffusion

tend vers 0, ce qui a été présenté avec des détails dans [10] (voir aussi [9], [37]). Mais cette

description est faite dans le langage de probabilité et il n’est pas facile de la traduire dans

les aspects de l’analyse mathématique. En autre, quand il y a des termes non-linéaires les

traitements sont assez compliqués (voir [27], [28], [29], [23]).

Comme la densité du mouvement Brownien coïncide avec la solution fondamentale de

l’équation de la chaleur, en utilisant cette dernière et la translation qui décrit approxi-

mativement le transport, on pourrait construire des solutions approchées de l’équation de

transport-diffusion. Cependant, à notre connaissance, cette possibilité n’a pas été suffisam-

ment explorée précédemment. Récemment, dans [35], [33] et [3], les auteurs ont commencé à

construire des approximations de la solution de l’équation de transport-diffusion en utilisant

cette idée. En particulier, dans [35] les auteurs ont construit une famille de solutions appro-

chées de l’équation de transport-diffusion dans tout l’espace Rd. Ces solutions sont définies

en utilisant le noyau de la chaleur et la translation représentant le transport à chaque pas de

discrétisation du temps. Dans [33], les résultats de [35] sont étendus à certains cas avec des

conditions plus générales. D’autre part, dans [3] (voir aussi [2]), un problème similaire est

étudié sur le demi-plan R2
+ avec des conditions aux limites homogènes et un transport hori-

zontal, c’est-à-dire parallèle à l’axe x1. De plus, la construction de solutions approchées de ce

type a permis de démontrer la convergence de la solution de l’équation de transport-diffusion

vers celle de l’équation de transport dans le cas où le coefficient de diffusion tend vers 0 ([1],
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[11]), ce qui montre, à notre avis, l’utilité significative de la méthode de l’approximation par

la famille de solutions approchées construites par la solution fondamentale de l’équation de

la chaleur et la translation représentant le transport sur chaque pas du temps discrétisé.

Dans la présente thèse, en suivant l’idée de construction de solutions approchées intro-

duite dans [35] et développée dans les travaux qui l’ont suivi, nous construisons une famille

de solutions approchées pour l’équation de transport-diffusion dans le demi-espace Rd
+ avec

une condition aux limites de Dirichlet homogène et démontrons la convergence uniforme de

cette famille de solutions approchées ainsi que de leurs dérivées premières par rapport aux

variables spatiales ; de plus, nous démontrons la convergence ponctuelle des ses dérivées se-

condes par rapport aux variables spatiales. En outre, nous montrons que la fonction limite

satisfait à l’équation de transport-diffusion dans le demi-espace Rd
+ avec des conditions aux

limites homogènes. Cela signifie que nous généralisons le résultat de [2], [3]. En effet dans ces

travaux on considérait l’équation dans R2
+ avec le transport parallèle à l’axe x1. La consi-

dération d’un transport pas nécessairement parallèle à l’hyperplan {xd = 0}, même si sa

composante normale est nulle sur l’hyperplan {xd = 0}, crée des difficultés techniques consi-

dérables. En effet, l’estimation des dérivées troisièmes des solutions approchées par rapport

aux variables spatiales en tenant compte de l’influence des conditions aux limites constitue

le point qui exige la majeure élaboration technique dans cette thèse.

La présente thèse est structurée comme suit.

Dans les préliminaires, le premier paragraphe est dédié à la position du problème étudié

ainsi qu’aux hypothèses nécessaires au traitement de notre problème. Les paragraphes sui-

vants passent en revue quelques rappels sur l’équation de transport et sur l’équation de la

chaleur.

Le deuxième chapitre est consacré à la construction d’une famille de solutions approchées

pour l’équation de transport-diffusion dans Rd
+ avec une condition aux limites homogène.

Pour ce faire, nous utilisons l’opérateur de prolongement impair et la solution fondamentale

de l’équation de chaleur, d’une part. D’autre part, nous procédons à la transformation du

problème dans Rd
+ en un problème dans Rd. Des estimations des solutions approchées et de

leurs dérivées premières, secondes et troisièmes sont obtenues grâce à cette transformation.
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Enfin, le troisième chapitre est dédié à la présentation et à la démonstration du résultat

principal de notre travail. Plus précisément, nous démontrons la convergence uniforme de la

famille des solutions approchées, ainsi que la convergence uniforme de la dérivée première

de cette famille vers la dérivée première de la fonction limite. En outre, nous démontrons la

convergence ponctuelle de la dérivée deuxième de la famille des solutions approchées vers la

dérivée deuxième de sa limite, tandis que la fonction limite admet une dérivée généralisée

par rapport à la variable de temps. À la fin nous démontrons que la fonction limite satisfait

à l’équation de transport-diffusion dans le demi-espace Rd
+ avec la condition initiale et la

condition aux limites homogène.



CHAPITRE 1

Position du problème et Préliminaires

1.1 Position du problème

Comme mentionné dans l’introduction, on s’intéresse à l’étude de l’équation de transport-

diffusion dans le demi-espace Rd
+. Étant donné le domaine

Ω = {x = (x1, · · · , xd) ∈ Rd |xd > 0}, (1.1)

on considère l’équation

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x) = κ∆u(t, x) + f(t, x, u(t, x)) dans ]0,∞[ ×Ω (1.2)

avec la condition initiale

u(0, x) = u0(x) dans Ω (1.3)

et la condition aux limites

u(t, x′, 0) = 0 sur ∂Ω = {xd = 0}, (1.4)

où x′ = (x1, · · · , xd−1).
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Dans (1.2), le terme v(t, x) · ∇u(t, x) représente le transport avec la vitesse v(t, x) de la

quantité u(t, x) et κ est le coefficient de diffusion. Le problème (1.2)–(1.4) est considéré avec

les fonctions données u0 : Rd
+ → R, v : R+ × Rd

+ → Rd et f : R+ × Rd
+ × R → R et nous

supposons que les fonctions u0, v et f satisfont les hypothèses précisées dans (1.5)–(1.13).

Pour définir précisément ces hypothèses, nous utiliserons les notations suivantes

Dα
x = ∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαd

d

, Dα
x,u = ∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαd

d ∂u
αd+1

,

où

|α| =
d∑
j=1

αj si α = (α1, · · · , αd) ∈ Nd,

|α| =
d+1∑
j=1

αj si α = (α1, · · · , αd, αd+1) ∈ Nd+1.

Nous désignons par Cb(Rd
+) (resp. Cb(Rd

+ × R)) la classe des fonctions continues et bornées

dans Rd
+ (resp. Rd

+ ×R) et par Cb,loc(R+;Cb(Rd
+)) (resp. Cb,loc(R+;Cb(Rd

+ ×R))) la classe des

fonctions continues dans R+ × Rd
+ (resp. R+ × Rd

+ × R) et bornées dans [0, τ ] × Rd
+ (resp.

[0, τ ] × Rd
+ × R) pour tout τ > 0. En conséquence, nous précisons

Dα
xv(t, x) ∈ Cb,loc(R+;Cb(Rd

+)) ∀α ∈ Nd, |α| ≤ 3, (1.5)

∂tD
α
xv(t, x) ∈ Cb,loc(R+;Cb(Rd

+)) ∀α ∈ Nd, |α| ≤ 2, (1.6)

f(t, x, u)
1 + |u|

∈ Cb,loc(R+;Cb(Rd
+ × R)), (1.7)

Dα
x,uf(t, x, u) ∈ Cb,loc(R+;Cb(Rd

+ × R)) ∀α ∈ Nd, |α| ≤ 3, (1.8)

∂tD
α
x,uf(t, x, u) ∈ Cb,loc(R+;Cb(Rd

+ × R)) ∀α ∈ Nd, |α| ≤ 2, (1.9)

f(t, x′, 0, 0) = 0 ∀x′ ∈ Rd−1, (1.10)

vd(t, x′, 0) = 0 ∀x′ ∈ Rd−1, (1.11)

Dα
xu0(x) ∈ Cb(Rd

+) ∀α ∈ Nd, |α| ≤ 3, (1.12)

u0(x′, 0) = 0 ∀ x′ ∈ Rd−1. (1.13)

Sous ces hypothèses, nous allons construire une famille de solutions approchées pour

l’équation de transport-diffusion (1.2) avec la condition aux limites homogène (1.4). Nous
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allons démontrer que cette famille converge vers une fonction qui satisfait l’équation de

transport-diffusion (1.2) avec les conditions (1.3)-(1.4).

Avant de continuer, remarquons que lorsque v ≡ 0 nous obtenons l’équation de la chaleur

et lorsque κ ≡ 0 nous obtenons l’équation de transport. Rappelons alors quelques propriétés

de l’équation de transport et de l’équation de diffusion.

1.2 Équation de transport

L’équation de transport

∂tu(t, x) + v(t, x) · ∇u(t, x) = f(t, x) t ∈ R+, x ∈ Rd; (1.14)

est une équation classique bien connue et la méthode fondamentale pour cette équation,

“méthode des caractéristiques”, a été développée depuis longtemps, comme on peut la trouver

dans le livre classique de Courant et Hilbert [5]. Rappelons rapidement la méthode des

caractéristiques utilisée pour résoudre l’équation de transport (1.14) avec la condition initiale

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rd. (1.15)

Nous commençons par l’explication des courbes caractéristiques. Pour cela, considérons

la fonction v(t, x) à valeurs dans Rd, continue en t et lipschitzienne en x, c’est-à-dire qu’il

existe une constantes M telle que pour tout t ≥ 0 et pour tout (x, y) ∈ Rd × Rd on ait :

|v(t, x) − v(t, y)| ≤ M |x− y|. (1.16)

Comme il est bien connu que, quel que soit (t∗, x∗) ∈ R+ ×Rd, nous pouvons résoudre le

problème de Cauchy 
dX

dt
= v(t,X(t)), t ∈ R+

X(t∗) = x∗
, (1.17)

D’autre part, si l’on considère la courbe Xτ qui est l’ensemble des points (t,X(t)) dans

R+ × Rd, défini par

Xτ = {(t,X(t)) ∈ R+ × Rd |X(t∗) = x∗},
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alors cette courbe touchera l’ensemble

S = {0} × Rd.

Notons (0, x0) le point d’intersection de la courbe Xτ et de S. Ayant trouvé le point

(0, x0), en considérant ce point comme le point de départ de la courbe Xτ , nous pouvons

réécrire le problème de Cauchy (1.17) comme suit
dX

dt
= v(t,X(t)) ∀t ≥ 0

X(0) = x0

(1.18)

avec (0, x0) ∈ S.

Il n’est pas difficile de voir que, par la construction des courbes Xτ , tous les points (t, x) se

trouvent sur une des courbes Xτ . En outre, en vertu de la condition de Lipschitz, la solution

de l’équation (1.17) passant par x∗ à l’instant t∗ est unique. Donc chaque point (t, x) se

trouve sur une courbe Xτ et une seule. Nous appelons ces courbes les caractéristiques.

Les courbes caractéristiques étant définies, nous pouvons exprimer l’éventuelle solution

u(t, x) de l’équation de transport (1.14) sous la forme

u(t,X(t)).

En effet, si on utilise la règle de dérivation composée, on obtient

d

dt
u(t,X(t)) = ∂

∂t
u(t, ξ)

∣∣∣∣
ξ=X(t)

+
d∑
i=1

∂

∂ξi
u(t, ξ) d

dt
ξi

∣∣∣∣
ξ=X(t)

.

Compte tenu de (1.18), on déduit de cette égalité que

d

dt
u(t,X(t)) = ∂

∂t
u(t, ξ)

∣∣∣∣
ξ=X(t)

+
d∑
i=1

∂

∂ξi
u(t, ξ)vi(t, ξ)

∣∣∣∣
ξ=X(t)

.

Donc, en y substituant ξ = X(t), on a

d

dt
u(t,X(t)) = (∂tu(t,X(t)) + v(t,X(t)) · ∇u(t,X(t))) = 0. (1.19)

De l’égalité (1.19) il résulte que la valeur de u(t,X(t)) est indépendante de t. Autrement

dit, pour tout x0 ∈ Rd, la fonction u est constante sur la courbe caractéristique t 7→ X(t) du

problème (1.14) issue de x0 ∈ Rd si f ≡ 0, c’est-à-dire qu’il existe une constante C telle que

u(t,X(t)) = C ∀t ≥ 0.
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On a donc

u(t,X(t)) = u(0, X(0)) = u0(X(0))

est une solution de (1.14) sans le terme source f .

Dans le cas où le problème (1.14)-(1.15) est donné avec un terme de source f , on considère

de nouveau les caractéristiques associées à v. Posons

U(t) = u(t,X(t)).

Alors, on a
d

dt
U(t) = f(t,X(t)).

En intégrant entre 0 et t les deux membres de cette équation, nous obtenons la solution

u(t, x) du problème (1.14)-(1.15) par la relation

u(t, x) = U(t) = U(0) +
∫ t

0
f(s,X(s))ds = u0(X(0)) +

∫ t

0
f(s,X(s))ds.

1.3 Équation de la chaleur

L’équation de la chaleur

∂tu(t, x) = κ∆u(t, x) + f(t, x) (1.20)

modélise plusieurs phénomènes physiques de type diffusion, en particulier la distribution de

la température u dans un domaine de Rd avec une source de chaleur f qui est en général

une fonction du temps t et de la position x. Cette équation est la plus typique des équations

du type parabolique.

Nous rappelons ici dans la suite les propriétés de l’équation de la chaleur que nous allons

utiliser dans la présente thèse.

Si nous considérons l’équation de la chaleur (1.20) dans R+ ×Rd avec la condition initiale

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ Rd, (1.21)

alors nous avons la relation suivante.
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Remarque 1.3.1. Soient f(t, x) et u0(x) deux fonctions continues et sommables (c’est-

à-dire, de classe L1), définies sur ]0,∞[ ×Rd et Rd respectivement. Alors la fonction

u(t, x) donnée par

u(t, x) =
∫
Rd

Θ(t, x− y)u0(y)dy+
∫ t

0

∫
Rd

Θ(t− s, x− y)f(s, y)dyds pour t > 0, (1.22)

u(0, x) = lim
t→0+

u(t, x) pour t = 0

où

Θ(t, x) = 1
(4πt) d

2
e− x2

4t , (1.23)

satisfait à l’équation (1.20) et à la condition (1.21).

Cette propriété est bien connue et nous renvoyons sa démonstration aux livres classiques sur

les équations aux dérivées partielles (voir par exemple [24], [20]).

Maintenant, nous rappelons la méthode de prolongement impair pour l’équation de la

chaleur dans Rd
+. Cette technique transforme l’équation de la chaleur donnée sur R+ en un

problème sur R ; on trouvera son illustration par exemple dans [36], chap. 3, § 3, n. 2.

On considère les deux problèmes suivants
∂tu(t, x) = κ∆u(t, x) + f(t, x), pour t > 0, x ∈ Ω

u(0, x) = u0(x), pour x ∈ Ω

u(t, x′, 0) = 0, pour t > 0, x′ ∈ Rd−1

, (1.24)


∂tU(t, x) = κ∆U(t, x) + F (t, x), pour t > 0, x ∈ Rd

U(0, x) = U0(x), pour x ∈ Rd
, (1.25)

où Ω est le domaine défini dans (1.1) (Ω = {x ∈ Rd |xd > 0 }),

F (t, x′, xd) =


f(t, x′, xd), si xd > 0

0, si xd = 0

−f(t, x′,−xd), si xd < 0

, t ≥ 0, x ∈ Rd, (1.26)

et
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U0(x′, xd) =


u(x′, xd), si xd > 0

0, si xd = 0

−u(x′,−xd), si xd < 0

, x′ ∈ Rd−1 . (1.27)

Alors, on a la relation suivante.

Remarque 1.3.2. On suppose que les fonctions f(t, x) et u0(x) sont continues et som-

mables sur ]0,∞[ ×Rd
+ et Rd

+ respectivement et que

f(t, x′, 0) = 0 pour (t, x′) ∈ R+ × Rd−1, u0(x′, 0) = 0 pour x′ ∈ Rd−1. (1.28)

Si U(t, x) est une solution du problème (1.25), alors la restriction de la fonction U(t, x)

à Ω (le domaine défini dans (1.1)) est une solution du problème (1.24).

La démonstration de cette remarque que nous illustrons dans la suite est basée sur l’illus-

tration donnée dans [36].

Démonstration. D’après la remarque 1.3.1, le problème (1.25) admet une solution U(t, x)

unique. Par conséquent, la restriction de U(t, x) à Ω satisfait à l’équation

∂tU(t, x) = κ∆U(t, x) + F (t, x)

dans Ω, où F (t, x) = f(t, x). De plus, selon la remarque 1.3.1 et la définition (1.27), nous

avons

U(0, x) = u0(x) pour x ∈ Ω.

Il nous reste à démontrer que la restriction de U(t, x) à Ω satisfait à la condition

lim
xd→0

U(t, x′, xd) = 0 pour t > 0, x′ ∈ Rd−1.

Il est clair que pour cela il suffit de montrer que U(t, x′, xd) est continue et que

U(t, x′, 0) = 0 pour t ∈ R+, x
′ ∈ Rd−1. (1.29)

Pour la continuité de U(t, x′, xd), rappelons que d’après la remarque 1.3.1, la solution

U(t, x) du problème (1.25) est définie par

U(t, x) =
∫
Rd

Θ(t, x− y)U0(y)dy +
∫ t

0

∫
Rd

Θ(t− s, x− y)F (s, y)dyds pour t > 0, x ∈ Rd.
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Étant donné que U0(y) et F (s, y) sont sommables selon l’hypothèse, et compte tenu de la

régularité de la fonction Θ, de la définition (1.27) et de la condition (1.28) il résulte que la

fonction U(t, x) est continue pour t ∈ R+, x ∈ Rd.

Maintenant, nous allons démontrer l’égalité (1.29). Nous avons
∫
Rd

Θ(t, x− y)U0(y)
∣∣∣
xd=0

dy =
∫
Rd−1

∫ ∞

0
Θ(t, x′ − y′,−yd)U0(y′, yd)dyddy′+

+
∫
Rd−1

∫ 0

−∞
Θ(t, x′ − y′,−yd)U0(y′, yd)dyddy′.

En utilisant la définition (1.27), on remarque que
∫
Rd−1

∫ 0

−∞
Θ(t, x′−y′,−yd)U0(y′, yd)dy′dyd = −

∫
Rd−1

∫ 0

−∞
Θ(t, x′−y′,−yd)u0(y′,−yd)dyddy′ =

= −
∫
Rd−1

∫ ∞

0
Θ(t, x′ − y′, yd)u0(y′, yd)dyddy′.

De plus, comme la fonction Θ(t, y) est paire par rapport à yd, on a

−
∫
Rd−1

∫ ∞

0
Θ(t, x′ − y′, yd)u0(y′, yd)dyddy′ = −

∫
Rd−1

∫ ∞

0
Θ(t, x′ − y′,−yd)u0(y′, yd)dyddy′,

d’où, compte tenu de la relation u0(y′, yd) = U0(y′, yd) pour yd > 0, on obtient
∫
Rd

Θ(t, x− y)U0(y)
∣∣∣
xd=0

dy = 0.

D’autre part, en utilisant la même technique pour
∫ t

0
∫
Rd Θ(t−s, x−y)F (s, y)dyds, on obtient

∫ t

0

∫
Rd

Θ(t− s, x− y)F (s, y)dyds
∣∣∣
xd=0

= 0.

De ces relations il résulte que

U(t, x′, 0) = 0 pour t ∈ R+, x
′ ∈ Rd−1.

L’affirmation de la remarque est démontrée. □



CHAPITRE 2

Construction d’une famille de solutions approchées pour l’équation

de transport-diffusion dans le demi-espace Rd
+

2.1 Introduction

Dans le présent chapitre, nous construisons une famille de solutions approchées de l’équa-

tion de transport-diffusion dans le demi-espace Rd
+ avec une condition aux limites homogène.

Les solutions approchées sont construites d’une manière similaire à celle présentée dans [35]

et [33]. Pour utiliser les techniques développées dans [35], [33] et [3] nous utilisons le pro-

longement impair des fonctions de Rd
+ sur Rd. Toutefois, pour le traitement de la condition

aux limites, il est essentiel d’élaborer de nouvelles estimations des solutions approchées et de

leurs dérivées partielles, en particulier de leurs dérivées troisièmes par rapport aux variables

spatiales.
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2.2 Définition de solutions approchées et résultat prin-

cipal

Comme on l’a annoncé précédemment, nous commençons par construire une famille de

solutions approchées u[n](t, x) pour l’équation de transport-diffusion avec la condition aux

limites de Dirichlet homogène. Nous utilisons une discrétisation du temps particulière. Nous

posons

δn = 1
2n , n = 1, 2, · · · , (2.1)

0 = t
[n]
0 < t

[n]
1 < · · · < t

[n]
k−1 < t

[n]
k < · · · , t

[n]
k = kδn. (2.2)

Nous considérons une constante strictement positive κ et posons

ϑn(r) = 1√
4πδnκ

exp(− r2

4δnκ
) pour r ∈ R, (2.3)

Θ′
n(x′) = 1

(4πδnκ) d−1
2

exp(− |x′|2

4δnκ
) pour x′ ∈ Rd−1, (2.4)

Θn(x) = Θ′
n(x′)ϑn(xd) = 1

(4πδnκ) d
2

exp(− |x|2

4δnκ
) pour x = (x′, xd) ∈ Rd. (2.5)

Nous posons aussi

Ω = {x = (x1, ...xd) ∈ Rd |xd > 0 }; (2.6)

on rappelle que Ω = Rd
+ = {x ∈ Rd |xd ≥ 0 }. Pour construire les solutions approchées

u[n](t, x) qui satisfont à la condition aux limites, nous introduisons l’opérateur de prolonge-

ment impair Λ(·). Pour une fonction w(·) définie sur r > 0, on définit

Λ(w(·))(r) =


w(r), si r > 0

0, si r = 0

−w(−r), si r < 0

. (2.7)

Pour une fonction v(t, x) à valeurs dans Rd nous introduisons la notation

v′(t, x) = (v1(t, x), · · · , vd−1(t, x)), (2.8)

de sorte que

v(t, x) = (v′(t, x), vd(t, x)).
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Nous définissons d’abord les solutions approchées de base u[n](t, x) par

u[n](t[n]
0 , x) = u0(x), x ∈ Ω, (2.9)

u[n](t[n]
k , x) =

=
∫
Rd

Θn(y)Λ(u[n](t[n]
k−1, x

′ − δnv
′(t[n]

k , x) − y′, ·))(xd − δnvd(t[n]
k , x) − yd)dy′dyd+

+δnf(t[n]
k−1, x, u

[n](t[n]
k−1, x)), x ∈ Ω, k = 1, 2, · · · , (2.10)

u[n](t, x) = t
[n]
k − t

δn
u[n](t[n]

k−1, x) + t− t
[n]
k−1

δn
u[n](t[n]

k , x), t
[n]
k−1 < t < t

[n]
k , x ∈ Ω. (2.11)

Ensuite, nous définissons

ũ[n](t, x) =
∫
Rd

Θn(y)Λ(u[n](t, x′ − y′, ·))(xd − yd)dy. (2.12)

Nous allons démontrer que, sous les conditions (1.5)-(1.13), les fonctions ũ[n](t, x) ainsi

définies convergent vers une fonction u(t, x) qui satisfait à l’équation de transport-diffusion

(1.2) avec les conditions (1.3)-(1.4). Ici par la dérivée sur ∂Ω on entend le prolongement par

continuité de la dérivée dans Ω.

2.3 Transformation du problème

Au lieu de considérer directement les solutions approchées u[n](t, x) et ũ[n](t, x) définies

dans (2.9)–(2.12), pour démontrer la convergence de ũ[n](t, x) vers une fonction u(t, x) qui

satisfait au problème (1.2)-(1.4), nous allons considérer des fonctions U [n](t, x) et Ũ [n](t, x),

qui seront le prolongement de u[n](t, x) et de ũ[n](t, x) dans Rd, et démontrer la convergence

de Ũ [n](t, x) vers une fonction U(t, x), qui satisfera à une équation dont la restriction à Ω

coïncide avec l’équation (1.2).

Nous posons

U0(x) = Λ(u0(x′, ·))(xd), x = (x′, xd) ∈ Rd, (2.13)

V ′(t, x′, xd) = V ′(t, x′,−xd) = v′(t, x′, xd), x′ ∈ Rd−1, xd ≥ 0, t ≥ 0, (2.14)
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Vd(t, x′, xd) = −Vd(t, x′,−xd) = vd(t, x′, xd), x′ ∈ Rd−1, xd ≥ 0, t ≥ 0, (2.15)

F (t, x′, xd, U) =


f(t, x′, xd, U), si xd > 0

0, si xd = 0

−f(t, x′,−xd,−U), si xd < 0

, t ≥ 0, x ∈ Rd, U ∈ R. (2.16)

On rappelle que V ′ défini dans (2.14) est un vecteur appartenant à Rd−1 et V (t, x) sera

V (t, x) = (V ′(t, x), Vd(t, x)) ∈ Rd.

Maintenant nous définissons les fonctions U [n](t, x), n = 1, 2, · · · . On pose

U [n](t[n]
0 , x) = U0(x), x ∈ Rd, (2.17)

U [n](t[n]
k , x) =

∫
Rd

Θn(y)U [n](t[n]
k−1, x− δnV (t[n]

k , x) − y)dy+

+δnF (t[n]
k−1, x, U

[n](t[n]
k−1, x)), x ∈ Rd, k = 1, 2, · · · , (2.18)

U [n](t, x) = t
[n]
k − t

δn
U [n](t[n]

k−1, x) + t− t
[n]
k−1

δn
U [n](t[n]

k , x) pour t
[n]
k−1 ≤ t ≤ t

[n]
k , x ∈ Rd.

(2.19)

Enfin nous définissons

Ũ [n](t, x) =
∫
Rd

Θn(y)U [n](t, x− y)dy. (2.20)

Il n’est pas difficile de voir que la restriction à Ω de Ũ [n](t, x) définie dans (2.17)–(2.20)

coïncide avec ũ[n](t, x) définie dans (2.9)–(2.12). Comme cette propriété est essentielle pour

notre travail, nous la présentons dans le lemme suivant

Lemme 2.1. Quels que soient n ∈ N\{0} et t ∈ R+, la fonction U [n](t, x) définie

dans (2.17)-(2.19) et la fonction Ũ [n](t, x) définie dans (2.20) sont continues dans Rd et

impaires par rapport à xd et on a

U [n](t, x′, 0) = 0, Ũ [n](t, x′, 0) = 0, (2.21)

U [n](t, ·)
∣∣∣∣
Ω

= u[n](t, ·), Ũ [n](t, ·)
∣∣∣∣
Ω

= ũ[n](t, ·), (2.22)
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où u[n](t, x) et ũ[n](t, x) sont les fonctions définies dans (2.9)–(2.12).

Démonstration. Fixons un n ∈ N\{0}. D’après les définitions (2.13) et (2.17) la fonction

U [n](t[n]
0 , x) est continue dans Rd et impaire par rapport à xd et vérifie la relation

U [n](t[n]
0 , ·)

∣∣∣∣
Ω

= u[n](t[n]
0 , ·).

Supposons maintenant que U [n](t[n]
k−1, x) (k ≥ 1) est continue dans Rd et impaire par

rapport à xd et vérifie la relation

U [n](t[n]
k−1, ·)

∣∣∣∣
Ω

= u[n](t[n]
k−1, ·).

Si on rappelle les définitions (2.14)–(2.16), il n’est pas difficile de déduire de l’expression

du second membre de (2.18) que U [n](t[n]
k , x) est elle aussi continue dans Rd et impaire par

rapport à xd. En outre, comme la définition des termes du second membre de (2.10) coïncide

avec la définition des termes du second membre de (2.18) dans Ω, de la coïncidance de

U [n](t[n]
k−1, x) avec u[n](t[n]

k−1, x) dans Ω il résulte que

U [n](t[n]
k , ·)

∣∣∣∣
Ω

= u[n](t[n]
k , ·). (2.23)

On en déduit que, pour tout k ∈ N, la fonction U [n](t[n]
k , x) est continue dans Rd et impaire

par rapport à xd ; de plus l’égalité (2.23) est vérifiée pour tout k ∈ N. De la continuité et de

l’imparité résulte aussi la relation

U [n](t[n]
k , x

′, 0) = 0, k = 0, 1, · · · .

Pour passer de t
[n]
k à t ∈ R+ dans l’affirmation du lemme pour U [n](t, ·), il suffit de

rappeler les définitions (2.11) et (2.19). L’affirmation du lemme relative à Ũ [n](t, x) résulte

immédiatement de l’affirmation pour U [n](t, ·) démontrée ci-dessus et des définitions (2.12)

et (2.20). Le lemme est démontré. □

La définition (2.17)–(2.19) des fonctions U [n](t, x) est formellement identique à celle des

solutions approchées introduites dans [35], ce qui nous permet d’utiliser les techniques déve-

loppées dans [35]. Mais la condition que U [n](t, x) doit s’annuler sur {xd = 0} entraîne une
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perte de régularité de U [n](t, x). Pour surmonter la difficulté due à cette perte de régularité,

on a besoin d’élaborer de nouvelles estimations des dérivées de U [n](t, x).

Avant de passer aux raisonnements sur les possibles inégalités pour les estimations des

dérivées de U [n](t, x), nous rappelons quelques points concernant la dérivabilité des fonctions

données et de U [n](t[n]
k , x).

D’après les définitions (2.13)–(2.16), dans Rd\{xd = 0} les fonctions U0(x), V (t, x),

F (t, x, U) ont la même dérivabilité que celle indiquée dans les conditions (1.5)–(1.12) et sont

prolongeables par continuité sur {xd = 0} des deux côtés (sans exiger nécessairement l’égalité

des deux limites). Donc les fonctions U [n](t[n]
k , x) définies à partir de (2.17) et puis par les

applications successives de (2.18) auront une régularité analogue, c’est-à-dire, Dα
xU

[n](t[n]
k , x),

|α| ≤ 3, est continue et bornée dans Rd\{xd = 0} et prolongeable par continuité sur {xd = 0}

des deux côtés (sans exiger nécessairement l’égalité des deux limites).

Il est clair que, dans le cas où |α| ≤ 3, αd = 0, les fonctions Dα
xVj(t, x), j = 1, · · · , d− 1,

Dα
xU

[n](t[n]
k , x), Dα

xF (t, x, U [n](t[n]
k , x)) sont continues dans tout Rd. En outre, en vertu de

la continuité et de l’imparité par rapport à xd, les fonctions Dα′
x Vd(t, x), Dα′

x U
[n](t[n]

k , x),

Dα′
x F (t, x, U [n](t[n]

k , x)) avec |α′| ≤ 2, α′
d = 0, sont dérivables par rapport à xd même sur

{xd = 0} et ∂xd
Dα′
x Vd(t, x), ∂xd

Dα′
x U

[n](t[n]
k , x), ∂xd

Dα′
x F (t, x, U [n](t[n]

k , x)) sont continues dans

Rd.

D’autre part, pour j = 1, · · · , d− 1, même s’il existe les limites

lim
xd→0+

∂xd
Vj(t, x) et lim

xd→0−
∂xd

Vj(t, x),

en général la fonction Vj(t, x) n’est pas dérivable par rapport à xd sur {xd = 0}. Toutefois,

dans le calcul de la dérivée du second membre de (2.18), on trouvera ∂xd
Vj(t, x) dans le

produit

Υj,n,k(x) = ∂Vj(t[n]
k , x)

∂xd

∫
Rd

Θn(y)w[1,n]
j,k−1(ξ(x, y))dy (j = 1, · · · , d− 1), (2.24)

où

w
[1,n]
j,k (ξ) = ∂

∂ξj
U [n](t[n]

k , ξ), (2.25)

ξ(x, y) = x− δnV (t[n]
k , x) − y. (2.26)
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Pour Υj,n,k(x) on a le lemme suivant.

Lemme 2.2. Quels que soient j ∈ {1, · · · , d− 1}, n ∈ N\{0} et k ∈ N\{0}, la fonction

Υj,n,k(x) satisfait à la relation

lim
xd→0+

Υj,n,k(x) = lim
xd→0−

Υj,n,k(x) = 0 ∀x′ ∈ Rd−1 (2.27)

et la dérivée ∂
∂xd

Υj,n,k(x) est continue dans Rd\{xd = 0} et admet les limites finies

lim
xd→0+

∂

∂xd
Υj,n,k(x), lim

xd→0−

∂

∂xd
Υj,n,k(x);

on a en outre

lim
xd→0+

∂

∂xd
Υj,n,k(x) = − lim

xd→0−

∂

∂xd
Υj,n,k(x) ∀x′ ∈ Rd−1. (2.28)

Démonstration. Comme nous l’avons vu en haut, w[1,n]
j,k−1(x) est continue dans Rd et

continûment dérivable au moins dans Rd\{xd = 0}. Donc, compte tenu aussi de la régularité

de ξ(x, y) (voir (2.26)), la fonction

W (x) =
∫
Rd

Θn(y)w[1,n]
j,k−1(ξ(x, y))dy (2.29)

est elle aussi continue dans Rd et continûment dérivable au moins dans Rd\{xd = 0}.

D’autre part, de (2.14), (2.15) et (2.26) il résulte que, pour ξ(x, y) = (ξ′(x, y), ξd(x, y)),

on a

ξ(x′,−xd, y′,−yd) = (x′,−xd) − δn(V ′(t[n]
k (x′,−xd)), Vd(t[n]

k (x′,−xd))) − (y′,−yd) =

= ((x′ − δnV
′(t[n]

k (x′, xd)) − y′),−xd + δnVd(t[n]
k (x′, xd)) − yd) =

= (ξ′(x′, xd, y
′, yd),−ξd(x′, xd, y

′, yd)),

ce qui, en vertu du lemme 2.1 et de (2.25), implique que

w
[1,n]
j,k−1(ξ(x′,−xd, y′,−yd)) = −w[1,n]

j,k−1(ξ(x′, xd, y
′, yd)).

Donc, compte tenu de la relation ϑn(yd) = ϑn(−yd), pour la fonction W (x) définie dans

(2.29) on a

W (x′,−xd) = −W (x′, xd) (2.30)
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et, en particulier,

W (x′, 0) = 0. (2.31)

Comme Vj(t, x) est paire par rapport à xd, ∂xd
Vj(t[n]

k , x) est impaire par rapport à xd,

ce qui, joint à (2.30), implique que la fonction Υj,n,k(x) = W (x)∂xd
Vj(t[n]

k , x), qui est définie

dans Rd\{xd = 0}, est paire par rapport à xd. En outre, comme ∂xd
Vj(t[n]

k , x) y est bornée

et que W (x) est continue dans Rd et vérifie la relation (2.31), la fonction Υj,n,k(x) vérifie la

relation (2.27).

En outre, la régularité de ∂xd
Vj(t[n]

k , x) et de W (x) déjà remarquée implique que la dérivée

∂xd
Υj,n,k(x) est continue dans Rd\{xd = 0} et qu’il existe ses limites finies pour xd → 0+

et pour xd → 0−. Comme Υj,n,k(x) est paire par rapport à xd, ∂xd
Υj,n,k(x) est impaire par

rapport à xd, ce qui entraîne (2.28). Le lemme est démontré. □

2.4 Estimation des solutions approchées et de leurs dé-

rivées premières

Dans cette section nous allons établir l’estimation des fonctions U [n](t, x) et Ũ [n](t, x)

définies dans (2.17)–(2.20) et de leurs dérivées premières

Dans la suite, nous adoptons la notation

τ+ = τ + δ1, pour τ > 0. (2.32)

Lemme 2.3. On suppose que les hypothèses (1.5)–(1.13) sont remplies. Soient U [n](t, x)

les fonctions définies dans (2.17)–(2.19) et Ũ [n](t, x) les fonctions définies dans (2.20).

Alors il existe une fonction Φ0(t) continue sur R+, croissante et telle que

sup
x∈Rd

|U [n](t, x)| ≤ Φ0(t) ∀t ∈ R+, ∀n ∈ N\{0}, (2.33)

sup
x∈Rd

|Ũ [n](t, x)| ≤ Φ0(t) ∀t ∈ R+, ∀n ∈ N\{0}. (2.34)
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Démonstration. Soit τ > 0. Si on pose

A
[0,n]
k = sup

x∈Rd

|U [n](t[n]
k , x)|, Cf = Cf (τ) = sup

(t,x,U)∈[0,τ+]×Rd×R

|F (t, x, U)|
1 + |U |

,

des relations ∣∣∣∣ ∫
Rd

Θn(y)U [n](t[n]
k−1, x− δnV (t[n]

k , x) − y)dy
∣∣∣∣ ≤ A

[0,n]
k−1 ,∣∣∣F (t[n]

k−1, x, U
[n](t[n]

k−1, x))
∣∣∣ ≤ Cf (1 + A

[0,n]
k−1 )

et de la définition (2.18) on obtient pour k ≤ τ+
δn

A
[0,n]
k ≤ A

[0,n]
k−1 (1 + δnCf ) + δnCf ,

donc

A
[0,n]
k ≤ A

[0,n]
0 (1 + δnCf )k + δnCf

k∑
j=1

(1 + δnCf )k−j ≤ (1 + A
[0,n]
0 )et

[n]
k
Cf − 1.

En complétant cette inégalité par (2.19) pour t[n]
k < t < t

[n]
k+1 ≤ τ+ et en choisissant t = τ ,

on obtient (2.33) avec Φ0(t) = (1 + A
[0,n]
0 )eCf (t)(t+δ1) − 1.

L’inégalité (2.34) résulte immédiatement de (2.33) et de (2.20). □

Lemme 2.4. Supposons que les hypothèses (1.5)–(1.13) sont remplies. Soient U [n](t, x)

les fonctions définies dans (2.17)–(2.19) et Ũ [n](t, x) les fonctions définies dans (2.20).

Alors il existe une fonction Φ1(t) continue sur R+, croissante et telle que

d∑
i=1

sup
x∈Rd

∣∣∣∣ ∂∂xiU [n](t, x)
∣∣∣∣ ≤ Φ1(t) ∀t ∈ R+, ∀n ∈ N\{0}, (2.35)

d∑
i=1

sup
x∈Rd

∣∣∣∣ ∂∂xi Ũ [n](t, x)
∣∣∣∣ ≤ Φ1(t) ∀t ∈ R+, ∀n ∈ N\{0}. (2.36)

Démonstration. Rappelons d’abord qu’on a

d∑
i=1

sup
x∈Rd

|∂xi
U [n](t[n]

0 , x)| =
d∑
i=1

sup
x∈Rd

|∂xi
U0(x)| ≡ A

[1]
0 < ∞. (2.37)
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Pour estimer |∂xi
U [n](t[n]

k , x)| pour k ≥ 1, nous allons utiliser les notations w[1,n]
i,k (x) et

ξ(x, y) introduites dans (2.25), (2.26) et aussi les notations

F ′
i,k(x, U [n](t[n]

k , x)) = ∂F (t[n]
k , x, U)
∂xi

∣∣∣∣
U=U [n](t[n]

k
,x)
, (2.38)

F ′
U,k(x, U [n](t[n]

k , x)) = ∂F (t[n]
k , x, U)
∂U

∣∣∣∣
U=U [n](t[n]

k
,x)
. (2.39)

En dérivant les deux membres de (2.18), avec ces notations on a

w
[1,n]
i,k (x) =

∫
Rd

Θn(y)
[
w

[1,n]
i,k−1(ξ(x, y)) − δn

d∑
j=1

∂Vj(t[n]
k , x)

∂xi
w

[1,n]
j,k−1(ξ(x, y))

]
dy+ (2.40)

+δn
[
F ′
i,k−1(x, U [n](t[n]

k−1, x)) + F ′
U,k−1(x, U [n](t[n]

k−1, x))w[1,n]
i,k−1(x)

]
.

Soit τ > 0. Si on pose

A
[1,n]
k =

d∑
i=1

sup
x∈Rd

|w[1,n]
i,k (x)|, (2.41)

et si on rappelle les hypothèses (1.5), (1.8) (et aussi les définitions (2.14)–(2.16)) et les

remarques sur la dérivabilité des fonctions données et de U [n](t[n]
k , x), on voit sans difficulté

qu’il existe une constante C ′
τ indépendante de n et telle que

A
[1,n]
k ≤ (1 + δnC

′
τ )A

[1,n]
k−1 + δnC

′
τ (2.42)

et donc

A
[1,n]
k ≤ (1 + δnC

′
τ )kA

[1,n]
0 + δnC

′
τ

k∑
j=1

(1 + δnC
′
τ )k−j, (2.43)

pourvu que 0 ≤ t
[n]
k ≤ τ+.

Compte tenu de la définition (2.19) et des relations (2.37) et (2.43) on déduit l’existence

d’une fonction Φ1(t) satisfaisant à l’inégalité (2.35) pour U [n](t, x). L’inégalité (2.36) résulte

immédiatement de (2.20) et de (2.35). Le lemme est démontré. □

Maintenant nous allons établir une estimation des dérivées secondes et troisièmes de

Ũ [n](t, x).



Estimation des dérivées secondes et troisièmes des solutions approchées 25

2.5 Estimation des dérivées secondes et troisièmes des

solutions approchées

Dans cette section, nous allons établir l’estimation des dérivées secondes et troisièmes

des solutions approchées U [n](t, x) et Ũ [n](t, x), en utilisant des outils de distribution.

Lemme 2.5. Supposons que les hypothèses (1.5)–(1.13) sont remplies. Soient U [n](t, x)

les fonctions définies dans (2.17)–(2.19) et Ũ [n](t, x) les fonctions définies dans (2.20).

Alors il existe une fonction Φ2(t) continue sur R+, croissante et telle que

∑
|α|=2

sup
x∈Rd\{xd=0}

∣∣∣∣Dα
xU

[n](t, x)
∣∣∣∣ ≤ Φ2(t) ∀t ∈ R+, ∀n ∈ N\{0}, (2.44)

∑
|α|=2

sup
x∈Rd

∣∣∣∣Dα
x Ũ

[n](t, x)
∣∣∣∣ ≤ Φ2(t) ∀t ∈ R+, ∀n ∈ N\{0}. (2.45)

Démonstration Introduisons la notation

w
[2,n]
i1i2,k(x) = ∂2

∂xi2∂xi1
U [n](t[n]

k , x), n ∈ N\{0}, k ∈ N. (2.46)

On rappelle que de la définition (2.17)–(2.18) il résulte que les dérivées premières de U [n](t[n]
k , x),

y compris ∂xd
U [n](t[n]

k , x), sont bien définies et continues même sur {xd = 0}. Donc on voit ai-

sément que, si (i1, i2) ̸= (d, d), alors w[2,n]
i1i2,k(x) est définie sur Rd. D’autre part, ∂2

xd
U [n](t[n]

k , x)

n’est généralement pas définie sur {xd = 0}, mais, considérée comme distribution, n’a pas

de partie ayant une mesure concentrée sur {xd = 0}.

Pour k = 0, en vertu de (2.17) on a

d∑
i1,i2=1

sup
x∈Rd\{xd=0}

|w[2,n]
i1i2,0(x)| ≡ A

[2]
0 < ∞ (2.47)

avec A[2]
0 qui ne dépend pas de n.

Pour k ≥ 1, en dérivant les deux membres de (2.18) par rapport à xi1 et xi2 , on a

w
[2,n]
i1i2,k(x) =
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=
∫
Rd

Θn(y)
(
w

[2,n]
i1i2,k−1(ξ(x, y)) − δn

d∑
j=1

∂Vj
∂xi2

w
[2,n]
i1j,k−1(ξ(x, y))

)
dy + δn(B1 +B2), (2.48)

B1 = −
d∑
j=1

∂

∂xi2

(
∂Vj(t[n]

k , x)
∂xi1

∫
Rd

Θn(y)w[1,n]
j,k−1(ξ(x, y))dy

)
, (2.49)

B2 = ∂2

∂xi2∂xi1
F (t[n]

k−1, x, U
[n](t[n]

k−1, x)), (2.50)

où ξ(x, y) est la notation introduite dans (2.26). Pour estimer supx∈Rd\{xd=0} |w[2,n]
i1i2,k(x)|, on

examine chaque terme du second membre de (2.48) dans Rd\{xd = 0}, en particulier, en

développant B1 et B2 en

B1 = −
d∑
j=1

(
∂2Vj(t[n]

k , x)
∂xi2∂xi1

∫
Rd

Θn(y)w[1,n]
j,k−1(ξ(x, y))dy+

+∂Vj(t
[n]
k , x)

∂xi1

∫
Rd

Θn(y)w[2,n]
i2j,k−1(ξ(x, y))dy

)
+

+δn
d∑

j,j′=1

∂Vj(t[n]
k , x)

∂xi1

∂Vj′(t[n]
k , x)

∂xi2

∫
Rd

Θn(y)w[2,n]
jj′,k−1(ξ(x, y))dy,

B2 = F ′′
i1i2,k−1(x, U [n](t[n]

k−1, x)) + F ′′
i1U,k−1(x, U [n](t[n]

k−1, x))w[1,n]
i2,k−1(x)+

+F ′′
Ui2,k−1(x, U [n](t[n]

k−1, x))w[1,n]
i1,k−1(x) + F ′

U,k−1(x, U [n](t[n]
k−1, x))w[2,n]

i1i2,k−1(x)+

+F ′′
UU,k−1(x, U [n](t[n]

k−1, x))w[1,n]
i1,k−1(x)w[1,n]

i2,k−1(x),

où

F ′′
i1i2,k−1(x, U) = ∂2

∂xi2∂xi1
F (t[n]

k−1, x, U), etc...

(de manière similaire à (2.38)–(2.39)).

Ainsi, en rappelant les conditions sur la régularité de V (t, x) et de F (t, x, U) ainsi que le

lemme 2.4, on obtient (pour quelconque τ > 0 fixé)

A
[2,n]
k ≤ (1 + δnC

′′
τ )A[2,n]

k−1 + δnC
′′
τ pour k ≤ τ+

δn
(2.51)

où

A
[2,n]
k =

d∑
i1,i2=1

sup
x∈Rd\{xd=0}

|w[2,n]
i1i2,k(x)|,

tandis que C ′′
τ est une constante déterminée par τ et indépendante de n. En rappelant que

(2.47) donne A[2,n]
0 = A

[2]
0 < ∞, de manière analogue à la déduction de (2.35) à partir de
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(2.42), de (2.51) et de (2.19) on déduit l’existence d’une fonction Φ2(t) satisfaisant à (2.44).

L’inégalité (2.45) résulte imméditatement de (2.44) et de (2.20). □

Maintenant nous allons établir une estimation des dérivées troisièmes de Ũ [n](t, x).

Lemme 2.6. Supposons que les hypothèses (1.5)–(1.13) sont remplies. Soient Ũ [n](t, x)

les fonctions définies dans (2.17)–(2.20). Alors pour chaque τ > 0 il existe un nombre n ∈

N, une fonction Φ3,0(t) décroissante définie sur ]0, τ ] et une fonction Φ3,1(t) croissante

définie sur [0, τ ] tels que, si n ≥ n, alors on ait

∑
|α|=3

sup
x∈Rd

∣∣∣∣Dα
x Ũ

[n](t, x)
∣∣∣∣ ≤ Φ3,0(t) + Φ3,1(t) + 1 ∀t ∈ [0, τ ], ∀n ≥ n, (2.52)

lim
t→0+

Φ3,0(t) = +∞ (2.53)

(la forme de la fonction Φ3,0(t) est donnée dans (2.88)).

Démonstration. Comme nous l’avons remarqué en haut, Dα
xU

[n](t[n]
k , x) avec |α| = 3 sont

bien définies dans Rd\{xd = 0} et Dα′
x U

[n](t[n]
k , x) avec |α′| = 2, α′ ̸= (0, · · · , 0, 2), sont bien

définies et continues même sur {xd = 0}, tandis que ∂2
xd
U [n](t[n]

k , x) est en général discontinue

sur {xd = 0}. Pour cela nous considérons les dérivées troisièmes de U [n](t[n]
k , x) dans le sens

de distribution et posons

Dα
xU

[n](t[n]
k , x) = w̃

[3,n]
α,k (x) + χ̃α,k, (2.54)

où w̃
[3,n]
α,k (x) est une fonction dans le sens usuel et on a

w̃
[3,n]
α,k (x) = Dα

xU
[n](t[n]

k , x) dans Rd\{xd = 0},

tandis que χ̃α,k est une distribution ayant le support sur {xd = 0}, mais on peut considérer

χ̃α,k = 0 pour α ̸= (0, · · · , 0, 3). Pour Dα
x = ∂3

∂xi3∂xi2∂xi1
nous utilisons aussi les notations

w̃
[3,n]
i1i2i3,k(x) = w̃

[3,n]
α,k (x), χ̃i1i2i3,k = χ̃α,k.

Pour k = 0, on a évidemment

w̃
[3,n]
α,0 (x) = Dα

xU0(x) dans Rd\{xd = 0}, (2.55)



Estimation des dérivées secondes et troisièmes des solutions approchées 28

χ̃α,0 =


2δ(xd) limxd→0+

∂2

∂x2
d
U0(x) ≡ Iα

∗
0 si α = (0, · · · , 0, 3)

0 si α ̸= (0, · · · , 0, 3)
(2.56)

où δ(xd) désigne la δ de Dirac pour xd ∈ R.

Pour déterminer w̃[3,n]
α,k (x) et χ̃α,k pour k ≥ 1, nous rappelons l’expression deDα

xU
[n](t[n]

k , x).

En dérivant les deux membres de (2.48) par rapport à xi3 (i3 ∈ {1, · · · , d}), pour Dα
x =

∂3

∂xi3∂xi2∂xi1
on a

w̃
[3,n]
α,k (x) + χ̃α,k = Dα

xU
[n](t[n]

k , x) =
∫
Rd

Θn(y)Γ0dy + δn
∂

∂xi3
(B0 +B1 +B2), (2.57)

Γ0 = (w̃[3,n]
α,k−1 + χ̃α,k−1)(ξ(x, y)) − δn

d∑
j=1

∂Vj
∂xi3

(w̃[3,n]
i1i2j,k−1 + χ̃i1i2j,k−1)(ξ(x, y)), (2.58)

B0 = −
d∑
j=1

∂Vj
∂xi2

∫
Rd

Θn(y)w[2,n]
i1j,k−1(ξ(x, y))dy, (2.59)

où ξ(x, y), w[2,n]
i1j,k−1(·), B1, B2 sont les notations introduites dans (2.26), (2.46), (2.49), (2.50).

Comme le terme
∫
Rd Θn(y)Γ0dy est un type de convolution de Γ0 avec une fonction régu-

lière Θn, sa contribution à la partie singulière χ̃α,k−1 est nulle.

Examinons le terme δn ∂
∂xi3

(B0 + B1 + B2). Comme
∫
Rd Θn(y)w[2,n]

dj,k−1(ξ(x, y))dy, j ̸= d,

ne s’annule pas sur {xd = 0} et que ∂Vj

∂xd
pour j ̸= d aura une discontinuité sur {xd =

0}, ∂xd
B0 pour i1 = i2 = d contiendra une distribution avec une mesure concentrée sur

{xd = 0}. Analoguement, comme nous l’avons vu dans le lemme 2.2 (voir aussi (2.49)),

∂xd
B1 pour i1 = i2 = d contiendra une distribution avec une mesure concentrée sur {xd =

0}. En outre, des conditions sur la fonction F (voir (1.8), (1.10), (2.16)) il résulte que

∂3
xd
F (t[n]

k−1, x, U
[n](t[n]

k−1, x)) = ∂xd
B2 (pour i1 = i2 = d dans B2) peut contenir une distribution

avec une mesure concentrée sur {xd = 0}. D’autre part, comme nous l’avons vu dans le lemme

2.5, B0 +B1 +B2 ne contient pas de distribution ayant une mesure concentrée sur {xd = 0},

de sorte que ∂xd
(B0+B1+B2) ne contient pas de dérivée de la δ de Dirac. Donc, en résumant,

on a pour k ≥ 1

χ̃α,k =


δnI

α∗[n]
1,k si α = (0, · · · , 0, 3)

0 autrement
, (2.60)

I
α∗[n]
1,k = δ(xd)

(
lim

xd→0+
[B0 +B1 +B2] − lim

xd→0−
[B0 +B1 +B2]

)
(2.61)
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(dans (2.61) B0 + B1 + B2 est pris pour i1 = i2 = d) ; on remarque aussi que B0 + B1 + B2

ne contient pas de dérivée troisième de U [n] de sorte que limxd→0± [B0 + B1 + B2] peut être

estimé en fonction des lemmes 2.4 et 2.5.

D’autre part, w̃[3,n]
α,k (x) coïncide avec le dernier membre de (2.57) dans Rd\{xd = 0},

calculé selon la règle usuelle de la dérivation d’un produit de fonctions et d’une fonction

composée.

Introduisons maintenant l’opérateur

Gn(φ)(x) = Gn,k(φ)(x) =
∫
Rd

Θn(y)φ(x− δnV (t[n]
k , x) − y)dy. (2.62)

Il nous est commode de réécrire (2.56) et (2.60) sous la forme

Ĩ0,α =


Iα

∗
0 si α = (0, · · · , 0, 3)

0 autrement
, (2.63)

Ĩ1,α,k =


I
α∗[n]
1,k si α = (0, · · · , 0, 3)

0 autrement
pour k ≥ 1. (2.64)

On a alors dans Rd\{xd = 0}

w̃
[3,n]
α,1 = Gn(w̃[3,n]

α,0 + Ĩ0,α)+

+
∑

|β|=3

3∑
m′=1

(−δn)m′
Pα,β,m′(DV )Gn(w̃[3,n]

β,0 + Ĩ0,α)+

+
∑

1≤|β|≤2

2∑
m′=1

(−δn)m′
Qα,β,m′(DV )Gn(w[|β|,n]

β,0 )+

+δnF ′
U,0w

[3,n]
α,0 (x) + δnRα(DF,DU [n]), (2.65)

et pour k ≥ 2

w̃
[3,n]
α,k = Gn(w̃[3,n]

α,k−1 + δnĨ1,α,k−1)+

+
∑

|β|=3

3∑
m′=1

(−δn)m′
Pα,β,m′(DV )Gn(w̃[3,n]

β,k−1 + δnĨ1,α,k−1)+

+
∑

1≤|β|≤2

2∑
m′=1

(−δn)m′
Qα,β,m′(DV )Gn(w[|β|,n]

β,k−1)+

+δnF ′
U,k−1w

[3,n]
α,k−1(x) + δnRα(DF,DU [n]), (2.66)
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où Pα,β,m′(DV ) est une somme de produits de m′ dérivées premières de V par rapport à x,

Qα,β,m′(DV ) est une somme de produits de m′ dérivées d’ordre inférieur ou égal à 3 de V par

rapport à x, Rα(DF,DU [n]) est une somme de produits de dérivées de F d’ordre inférieur

ou égal à 3 et de dérivées de U [n] d’ordre inférieur ou égal à 2 et w[|β|,n]
β,k−1 = Dβ

xU(t[n]
k−1, x) pour

|β| = 1, 2.

Maintenant nous posons

w̃
[3,n]
k = (w̃[3,n]

α,k )α∈Nd,|α|=3, w̃
[3]
0 = w̃

[3,n]
0 , (2.67)

Ĩ0 = (Ĩ0,α)α∈Nd,|α|=3, Ĩ1,k = (Ĩ1,α,k)α∈Nd,|α|=3, (2.68)

G1
n(φ)(x) = Gn(φ)(x), Gk+1

n (φ)(x) = Gn(Gk
n(φ))(x). (2.69)

Nous introduisons aussi l’opérateur

(Πw̃)α = −
∑

|β|=3

3∑
m′=1

(−δn)m′−1Pα,β,m′(DV )Gn(w̃β), (2.70)

qui agit sur w̃ = (w̃α)α∈Nd, |α|=3, et la fonction

(Ψk)α = −
∑

1≤|β|≤2

2∑
m′=1

(−δn)m′−1Qα,β,m′(DV )Gn(w[|β|,n]
β,k ) +Rα(DF,DU [n]). (2.71)

En réalité, les opérateurs Gn = Gn,k et Π dépendent de t[n]
k . Mais, comme leur dépendance

de k n’influence pas sur leurs propriétés principales que nous allons utiliser, par abus de

langage nous utiliserons les notations introduites dans (2.69) et (2.70) sans indication de k.

Nous allons écrire aussi F ′
U au lieu de F ′

U,k−1. On rappelle également que w̃[3]
0 est indépendant

de n.

Avec ces notations, de (2.65)–(2.66) on déduit que

w̃
[3,n]
1 = (Gn + δn(Π + F ′

U))w̃[3]
0 +GnĨ0 + δnΠĨ0 + δnΨ0, (2.72)

w̃
[3,n]
k = (Gn + δn(Π + F ′

U))w̃[3,n]
k−1 + δn(Gn + δnΠ)Ĩ1,k−1 + δnΨk−1, k ≥ 2. (2.73)

Or, si on suppose que w̃[3,n]
k satisfait à l’égalité

w̃
[3,n]
k = (Gn + δn(Π + F ′

U))kw̃[3]
0 +Gk

nĨ0 + δn(Gn + δn(Π + F ′
U))k−1ΠĨ0+
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+δn
k−2∑
k′=0

(Gn + δn(Π + F ′
U))k′(Π + F ′

U)Gk−1−k′

n Ĩ0 + δn
k−1∑
k′=0

(Gn + δn(Π + F ′
U))k′Ψk−1−k′+

+δn
k−1∑
k′=1

Gk−k′

n Ĩ1,k′ + δ2
n

k−3∑
k′=0

(Gn + δn(Π + F ′
U))k′(Π + F ′

U)
k−2−k′∑
k′′=1

Gk−1−k′−k′′

n Ĩ1,k′′+

+δ2
n

k−2∑
k′=0

(Gn + δn(Π + F ′
U))k′ΠĨ1,k−1−k′ , (2.74)

et si w̃[3,n]
k+1 vérifie la relation (2.73) pour k+ 1, alors par des calculs directs on voit que w̃[3,n]

k+1

lui aussi satisfait à l’égalité (2.74) pour k+ 1. D’autre part, il n’est pas difficile de constater

par des calculs directs que w̃[3,n]
2 satisfait à l’égalité (2.74) pour k = 2. On en déduit que

pour tout k ∈ N, k ≥ 2, l’égalité (2.74) est vérifiée.

Nous allons estimer chaque terme du second membre de (2.74). Pour cela introduisons la

notation

∥w̃∥A =
∑

|α|=3
sup
x∈R2

|w̃α(x)| (2.75)

et fixons un nombre τ > 0 ; nous allons considérer w̃[3,n]
k (et son expression) pour 0 ≤ k ≤ τ+

δn

(voir (2.32) pour τ+).

Remarquons d’abord que d’après (2.71) (voir aussi (1.5), (1.8) et le lemme 2.5) il existe

une constante Cψ telle que

∥Ψk∥A ≤ Cψ ∀k ∈ N ∩ [0, τ+

δn
]. (2.76)

D’autre part, d’après la définition (2.70) (voir aussi (2.39), (1.5), (1.8)) il existe une constante

Cπf telle que

∥(Π + F ′
U)w̃∥A ≤ Cπf∥w̃∥A (2.77)

pour Π et F ′
U définis dans l’intervalle [0, τ+]. L’inégalité (2.77) et la définition (2.62) de Gn

impliquent que

∥(Gn + δn(Π + F ′
U))w̃∥A ≤ (1 + δnCπf )∥w̃∥A. (2.78)

En utilisant (2.76) et (2.78), on obtient

∥(Gn + δn(Π + F ′
U))kw̃[3]

0 ∥A ≤ (1 + δnCπf )k∥w̃[3]
0 ∥A ≤ eCπfkδn∥w̃[3]

0 ∥A, (2.79)

∥δn
k−1∑
k′=0

(Gn + δn(Π + F ′
U))k′Ψk−1−k′∥A ≤ δn

k−1∑
k′=0

(1 + δnCπf )k
′∥Ψk−1−k′∥A ≤
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≤ Cψ

∫ kδn

0
eCπf t

′
dt′ = Cψ

Cπf
(eCπfkδn − 1). (2.80)

Pour estimer les termes contenant Ĩ0 ou Ĩ1,k nous utilisons le lemme 2.7 et son corollaire,

que nous démontrerons dans la suite. En effet, si

sup
0≤t≤τ+, x∈Rd, xd ̸=0

Vd(t, x)
xd

≡ M > 0,

en appliquant (2.98) à Gk
nĨ0, pour n ≥ n∗ avec n∗ donné dans (2.97) on a

∥Gk
nĨ0∥A ≤ Cι 0M

1/2

(1 − e−Mkδn)1/2
, M = M log 16, (2.81)

tandis que, si M ≤ 0, alors d’après (2.96) on a

∥Gk
nĨ0∥A ≤ Cι 0

(kδn)1/2 , (2.82)

où Cι 0 est une constante déterminée par les fonctions données (voir en particulier (2.56),

(2.63)). Analoguement on a

∥Gk−k′

n Ĩ1,k′∥A ≤ Cι1M
1/2

(1 − e−M(k−k′)δn)1/2
ou ≤ Cι1√

(k − k′)δn

selon le cas M > 0 ou M ≤ 0 avec une constante Cι1 déterminée par les fonctions données

ou déjà estimées (voir en particulier (2.61), (2.64)). On en déduit que

∥δn
k−1∑
k′=1

Gk−k′

n Ĩ1,k′∥A ≤ Cι1

∫ kδn

0

M
1/2

(1 − e−Mt′)1/2
dt′ ou ≤ 2Cι1

√
kδn. (2.83)

On remarque que l’intégrale du second membre de (2.83) est finie. En outre, en utilisant des

idées analogues et en tenant compte aussi de (2.77)–(2.78), on obtient

∥δn
k−2∑
k′=0

(Gn + δn(Π + F ′
U))k′(Π + F ′

U)Gk−1−k′

n Ĩ0∥A ≤

≤ Cι 0Cπf

∫ kδn

0
eCπf t

′ M
1/2

(1 − e−M(kδn−t′))1/2
dt′ ou ≤ Cι 0Cπf

∫ kδn

0

eCπf t
′

√
kδn − t′

dt′, (2.84)

∥δ2
n

k−3∑
k′=0

(Gn + δn(Π + F ′
U))k′(Π + F ′

U)
k−2−k′∑
k′′=1

Gk−1−k′−k′′

n Ĩ1,k′′∥A ≤

≤ Cι1Cπf

∫ kδn

0
eCπf t

′
∫ kδn−t′

0

M
1/2

(1 − e−M(kδn−t′−t′′))1/2
dt′′dt′
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ou ≤ Cι1Cπf

∫ kδn

0
eCπf t

′
∫ kδn−t′

0

1√
kδn − t′ − t′′

dt′′dt′. (2.85)

En ce qui concerne les termes qui contiennent ΠĨ0 ou ΠĨ1,k−1−k′ , on remarque que les

définitions (2.62) et (2.70) impliquent qu’il existe une constante Cπι telle que

∥δnΠĨ0∥A ≤
√
δnCπι, ∥δnΠĨ1,k−1−k′∥A ≤

√
δnCπι.

On a donc

∥δn(Gn + δn(Π + F ′
U))k−1ΠĨ0∥A ≤ eCπfkδn

√
δnCπι, (2.86)

∥δ2
n

k−2∑
k′=0

(Gn + δn(Π + F ′
U))k′ΠĨ1,k−1−k′∥A ≤

∫ kδn

0
eCπf t

′
dt′

√
δnCπι. (2.87)

On remarque que, pourvu que kδn ≤ τ+, le second membre des inégalités (2.86)–(2.87) tend

vers 0 quand n tend vers l’infini.

Considérons le dernier membre des inégalités (2.79)–(2.85) comme fonction de t = kδn,

0 ≤ t ≤ τ+. On voit alors que ces fonctions de t ne dépend pas de n, pourvu que n ≥ n∗

avec n∗ donné dans (2.97) dans le cas M > 0.

Posons d’abord

Φ3,0(t) = Cι 0M
1/2

(1 − e−Mt)1/2
ou = Cι 0√

t
, (2.88)

qui sont des fonctions décroissantes ayant la limite +∞ pour t → 0+.

D’autre part, on voit que, si on considère les expressions du dernier membre des inéga-

lités (2.79)–(2.80), (2.83)–(2.85) comme fonctions de t (kδn = t), elles sont des fonctions

croissantes en t. Nous désignons leur somme par

Φ3,1(t).

Enfin, comme nous l’avons remarqué en haut, le second membre des inégalités (2.86)–

(2.87) tend vers 0 quand n tend vers l’infini, pourvu que kδn ≤ τ+.

Donc, de l’expression (2.74), des inégalités (2.79)–(2.87) et des considérations faites ci-

dessus on déduit qu’il existe un nombre n∗∗ ∈ N tel que, si n ≥ n∗∗, alors pour k = t
δn

,

0 ≤ t ≤ τ+ on ait

∥w̃[3,n]
k ∥A ≤ Φ3,0(t) + Φ3,1(t) + 1

2 . (2.89)
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Maintenant nous revenons à (2.54) et (2.60). En utilisant la notation introduite dans

(2.64), on a

Dα
xU

[n](t[n]
k , x) = w̃

[3,n]
α,k (x) + δnĨ1,α,k, k ≥ 1.

On a donc d’après la définition (2.20)

Dα
x Ũ

[n](t[n]
k , x) = Θn ∗ w̃[3,n]

α,k + δnΘn ∗ Ĩ1,α,k (2.90)

(ici ∗ désigne la convolution par rapport à x ∈ Rd). Il est clair qu’on a

sup
x∈Rd

|Θn ∗ w̃[3,n]
α,k (x)| ≤ sup

x∈Rd\{xd=0}
|w̃[3,n]

α,k (x)|. (2.91)

D’autre part, le raisonnement analogue à celui de l’obtention de (2.86)–(2.87) nous donne

sup
x∈Rd

|δnΘn ∗ Ĩ1,α,k(x)| ≤
√
δnCι1. (2.92)

Compte tenu de la définition (2.19), de l’égalité (2.90) et des inégamités (2.89), (2.91)–(2.92)

on déduit qu’il existe un n ∈ N tel que, pour n ≥ n, Ũ [n](t, x) vérifie la relation (2.52). □

Il nous reste à démontrer le lemme suivant et son corollaire.

Lemme 2.7. Soit V (t, x) la fonction définie dans (2.14)–(2.15) avec la fonction v(t, x)

donnée dans l’énoncé du théorème 3.7. Soit Gn(·) l’opérateur défini dans (2.62). On pose

M = sup
0≤t≤τ+, x∈Rd, xd ̸=0

Vd(t, x)
xd

. (2.93)

Si φ(x′) est une fonction mesurable bornée dans Rd−1 et si δnM < 1, alors pour k =

1, 2, · · · on a

|Gk
n(Iφ)(x)| ≤ sup

x′∈Rd−1
|φ(x′)|ψn,k(xd), (2.94)

ψn,k(xd) = 1√
4πδnκ

∑k−1
j=0 (1 − δnM)2j

exp
(

− (1 − δnM)2kx2
d

4δnκ
∑k−1
j=0 (1 − δnM)2j

)
,

où

Iφ = δ(xd)φ(x′), (2.95)

δ(xd) étant la δ de Dirac pour xd ∈ R.
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Corollaire 2.8. Soit M le nombre défini dans (2.93).

Si M ≤ 0, alors on a

|Gk
n(Iφ)(x)| ≤ sup

x′∈Rd−1
|φ(x′)| 1

2
√
πkδnκ

exp
(

− (1 − δnM)2kx2
d

4δnκ
∑k−1
j=0 (1 − δnM)2j

)
. (2.96)

Si M > 0, alors pour

n ≥ n∗ = min{n ∈ N | δnM ≤ 1
2 } (2.97)

on a

|Gk
n(Iφ)(x)| ≤ sup

x′∈Rd−1
|φ(x′)| M

1/2

2
√
πκ(1 − e−Mkδn)

exp
(

− (1 − δnM)2kx2
d

4δnκ
∑k−1
j=0 (1 − δnM)2j

)
.

(2.98)

où M = M log 16.

Démonstration. Dans le cas M ≤ 0, l’inégalité (2.96) résulte immédiatement de (2.94).

Dans le cas M > 0, comme δnM ≤ 1
2 , on a

(1 − δnM)2j = e2j log(1−δnM) ≥ e−Mjδn

et donc

δn
k−1∑
j=0

(1 − δnM)2j ≥ δn
k−1∑
j=0

e−Mjδn ≥
∫ kδn

0
e−Mt′dt′ = 1

M
(1 − e−Mkδn),

ce qui, joint à (2.94), nous donne (2.98). □

Pour démontrer le lemme 2.7 nous utilisons les lemmes suivants (lemmes 2.9 et 2.10).

Pour le lemme 2.9 nous définissons l’opérateur

gM,n(φ)(r) =
∫
R
ϑn(s)φ(r − δnMr − s)ds (2.99)

pour les fonctions φ (y compris les distributions) pour lesquelles le deuxième membre de

(2.99) est bien défini. Nous définissons aussi

g1
M,n(φ)(r) = gM,n(φ)(r), gkM,n(φ)(r) = gM,n(gk−1

M,n(φ))(r), k = 2, 3, · · · .
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Lemme 2.9. Soit δ(r) la distribution δ de Dirac pour r ∈ R. Alors on a

gkM,n(δ(·))(r) = 1√
4πδnκ

∑k−1
j=0 (1 − δnM)2j

exp
(

− (1 − δnM)2kr2

4δnκ
∑k−1
j=0 (1 − δnM)2j

)
. (2.100)

Démonstration. Pour k = 1, de la définition (2.3) et de celle (2.99) il résulte immédiate-

ment que

g1
M,n(δ(·))(r) =

∫
R
ϑn(s)δ(r − δnMr − s)ds =

= ϑn(r − δnMr) = 1√
4πδnκ

exp
(

− (1 − δnM)2r2

4δnκ
)
, (2.101)

c’est-à-dire g1
M,n(δ(·))(r) vérifie la relation (2.100).

Supposons maintenant que la relation (2.100) est vérifiée pour k − 1. Alors, en utilisant

la formule de la convolution entre des distributions gaussiennes
∫
R

1√
4πa

exp
(

− s2

4a
) 1√

4πb
exp

(
− (r − s)2

4b
)
ds = 1√

4π(a+ b)
exp

(
− r2

4(a+ b)
)
,

on a

gkM,n(δ(·))(r) =
∫
R
ϑn(s)gk−1

M,n(δ(·))(r − δnMr − s)ds =

=
∫
R

1√
4πδnκ

exp
(

− s2

4δnκ
)
×

× 1√
4πδnκ

∑k−2
j=0 (1 − δnM)2j

exp
(

− (1 − δnM)2(k−1)(r − δnMr − s)2

4δnκ
∑k−2
j=0 (1 − δnM)2j

)
ds =

= 1√
4πδnκ

∑k−1
j=0 (1 − δnM)2j

exp
(

− (1 − δnM)2kr2

4δnκ
∑k−1
j=0 (1 − δnM)2j

)
. (2.102)

De (2.101) et de (2.102) on déduit (2.100). □

Lemme 2.10. Soit ψ0(r) une fonction paire décroissante pour r ≥ 0 (et donc croissante

pour r ≤ 0). Soit φ0(r) une fonction mesurable telle que

φ0(r) ≤ ψ0(r) ∀r ∈ R. (2.103)
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Soit W (r) une fonction mesurable telle que

W (r) ≤ Mr pour r ≥ 0, W (r) ≥ Mr pour r ≤ 0. (2.104)

Si δnM < 1, alors on a

∫
R
ϑn(s)φ0(r − δnW (r) − s)ds ≤ gM,n(ψ0)(r) ∀r ∈ R. (2.105)

Démonstration. Définissons l’opérateur gW,n(·) par

gW,n(φ)(r) =
∫
R
ϑn(s)φ(r − δnW (r) − s)ds.

Comme

ϑn(s) ≥ 0 ∀s ∈ R, ψ0(r − δnW (r) − s) ≥ φ0(r − δnW (r) − s) ∀s ∈ R,

on a

gW,n(φ0)(r) ≤ gW,n(ψ0)(r) ∀r ∈ R. (2.106)

Nous allons maintenant démontrer que

gW,n(ψ0)(r) ≤ gM,n(ψ0)(r) ∀r ∈ R. (2.107)

Pour ce faire, posons

s∗ = r − δnMr + δnW (r)
2 , q = s− s∗.

Alors, en utilisant les relations

s = q + r − δnMr + δnW (r)
2 , r − δnMr − s = −q − δnMr

2 + δnW (r)
2 ,

r − δnW (r) − s = −q − δnW (r)
2 + δnMr

2 ,

on a

gM,n(ψ0)(r) − gW,n(ψ0)(r) =

=
( ∫ s∗

−∞
+

∫ ∞

s∗

)
ϑn(s)

[
ψ0(r − δnMr − s) − ψ0(r − δnW (r) − s)

]
ds =

=
( ∫ 0

−∞
+

∫ ∞

0

)
ϑn(q + r − δnMr + δnW (r)

2 )×
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×
[
ψ0(−q − δnMr

2 + δnW (r)
2 ) − ψ0(−q − δnW (r)

2 + δnMr

2 )
]
dq.

Considérons d’abord le cas r ≥ 0. Dans ce cas en vertu de (2.104) on a

−δnMr

2 + δnW (r)
2 ≤ 0.

Donc, compte tenu que ψ0(r′) est une fonction paire et décroissante pour r′ ≥ 0 et croissante

pour r′ ≤ 0, on a

ψ0(−q − δnMr

2 + δnW (r)
2 ) − ψ0(−q − δnW (r)

2 + δnMr

2 ) =

= −
[
ψ0(q − δnMr

2 + δnW (r)
2 ) − ψ0(q − δnW (r)

2 + δnMr

2 )
]

≤ 0 pour q ≥ 0.

D’autre part, compte tenu de la condition δnM < 1, on a

ϑn(q + r − δnMr + δnW (r)
2 ) ≤ ϑn(−q + r − δnMr + δnW (r)

2 ) pour q ≥ 0.

Il s’ensuit que
∫ 0

−∞
ϑn(q+r− δnMr + δnW (r)

2 )
[
ψ0(−q− δnMr

2 + δnW (r)
2 )−ψ0(−q− δnW (r)

2 + δnMr

2 )
]
dq ≥

≥ −
∫ ∞

0
ϑn(q+r−δnMr + δnW (r)

2 )
[
ψ0(−q−

δnMr

2 +δnW (r)
2 )−ψ0(−q−

δnW (r)
2 +δnMr

2 )
]
dq,

c’est-à-dire on a l’inégalité (2.107) pour r ≥ 0.

Dans le cas r ≤ 0, en vertu de (2.104) on a

−δnMr

2 + δnW (r)
2 ≥ 0,

ce qui implique que le signe de

ψ0(−q − δnMr

2 + δnW (r)
2 ) − ψ0(−q − δnW (r)

2 + δnMr

2 )

et celui de

ϑn(q + r − δnMr + δnW (r)
2 ) − ϑn(−q + r − δnMr + δnW (r)

2 )

sont inversés et donc à la fin on aura la même inégalité (2.107) même pour r ≤ 0.

De (2.106) et (2.107) on déduit (2.105). □
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Démonstration du lemme 2.7. Remarquons d’abord que G1
n(Iφ)(x) a la forme

G1
n(Iφ)(x) =

∫
R
φ(x′)ϑn(yd)δ(xd − δnVd(t[n]

1 , x′, xd) − yd)dyd =

= φ(x′)ϑn(xd − δnVd(t[n]
1 , x′, xd)),

où

φ(x′) =
∫
Rd−1

Θ′
n(y′)φ(x′ − δnV

′(t[n]
1 , x′, 0) − y′)dy′.

La condition (2.93) et la forme explicite de la fonction ϑn(·) impliquent que

|G1
n(Iφ)(x)| ≤ |φ(x′)|ϑn(xd − δnMxd) ≤

≤ sup
x′∈Rd−1

|φ(x′)| 1√
4πδnκ

exp
(

− (1 − δnM)2r2

4δnκ
)

= sup
x′∈Rd−1

|φ(x′)|ψn,1(xd),

ce qui n’est autre que (2.94) pour k = 1.

Cela étant, pour démontrer le lemme, il suffit de démontrer (2.94) pour Gk+1
n (Iφ)(x) en

supposant (2.94) pour Gk
n(Iφ)(x). Supposons donc que Gk

n(Iφ)(x) vérifie (2.94). Alors on a

aussi

|φk(x′, xd)| ≤ sup
x′∈Rd−1

|φ(x′)|ψn,k(xd), (2.108)

où

φk(x′, xd) =
∫
Rd−1

Θ′
n(y′)Gk

n(Iφ)(x′ − δnV
′(t[n]

k+1, x
′, xd) − y′, xd)dy′.

Rappelons que la définition (2.93) de M implique que la condition (2.104) pour W (xd) =

Vd(t[n]
k+1, x

′, xd) est vérifiée pour tout x′ ∈ Rd−1 et que ψn,k(xd) est une fonction paire par

rapport à xd et décroissante dans 0 ≤ xd < ∞. Ainsi, en appliquant le lemme 2.10 à l’inégalité

(2.108) et à W (xd) = Vd(t[n]
k+1, x

′, xd), on obtient

|Gk+1
n (Iφ)(x′, xd)| =

∣∣∣∣ ∫
R
ϑn(yd)φk(x′, xd − δnVd(t[n]

k+1, x
′, xd) − yd)dyd

∣∣∣∣ ≤

≤ sup
x′∈Rd−1

|φ(x′)| gM,n(ψn,k)(xd).

Comme d’après le lemme 2.9 on a gM,n(ψn,k)(xd) = ψn,k+1(xd), il résulte que Gk+1
n (Iφ)(x)

vérifie (2.94) pour k + 1, ce qui achève la démonstration du lemme. □



CHAPITRE 3

Convergence des solutions approchées de l’équation de transport-

diffusion avec la condition de Dirichlet homogène dans le demi-espace

Dans ce chapitre, nous démontrons que les solutions approchées ũ[n](t, x) que nous avons

définies et leurs dérivées premières par rapport aux variables spatiales convergent unifor-

mément, tandis que les dérivées secondes par rapport aux variables spatiales convergent

ponctuellement et que la fonction limite u(t, x) satisfait à l’équation de transport-diffusion

dans le demi-espace Rd
+ avec la condition initiale et la condition de Dirichlet aux limites

homogène. Cela constitue le résultat principal du travail présenté dans la présente thèse.

3.1 Convergence des solutions approchées et leurs dé-

rivées premières

Nous démontrons d’abord la convergence uniforme de U [n](t, x), de Ũ [n](t, x) et de leurs

dérivées premières par rapport à x ∈ Rd suivant le schéma des propositions 5.1 et 6.1 de [35].

Pour la démonstration de la convergence de U [n](t, x), de Ũ [n](t, x) et de leurs dérivées
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premières joue le rôle important la relation

t
[n+1]
2k = t

[n]
k pour k ∈ N

(voir (2.1)–(2.2)), qui nous permettra d’examiner la différence

U [n+1](t[n+1]
2k+2 , x) − U [n](t[n]

k+1, x). (3.1)

Nous rappelons aussi que pour la démonstration de la convergence de U [n](t, x), de Ũ [n](t, x)

et de leurs dérivées premières on utilise la bornitude uniforme de Ũ [n](t, x) et de ses dérivées

premières et secondes par rapport à xi.

En ce qui concerne la convergence de U [n](t, x) et de Ũ [n](t, x), on a le lemme suivant.

Lemme 3.1. Supposons que les hypothèses (1.5)–(1.13) sont remplies. Alors pour tout

τ > 0 les fonctions U [n](t, x), n = 1, 2, · · · , définies par (2.17)–(2.19) ainsi que les

fonctions Ũ [n](t, x), n = 1, 2, · · · , définies par (2.20) convergent uniformément vers une

même fonction U(t, x) dans [0, τ ] × Rd pour n → ∞.

Démonstration. On pose

ξ
[n′]
k′ (x, y) = x− δn′V (t[n

′]
k′ , x) + y, (3.2)

où k′ = k + 1 ou = 2k + 1 ou = 2k + 2 et n′ = n ou = n+ 1. Nous remarquons que, d’après

la définition (2.18), U [n+1](t[n+1]
2k+2 , x) peut être exprimée sous la forme

U [n+1](t[n+1]
2k+2 , x) = I

[n+1]
2k + J

[n+1]
a,2k + J

[n+1]
b,2k , (3.3)

où

I
[n+1]
2k =

∫
Rd

∫
Rd

Θn+1(y1)Θn+1(y2)U [n+1](t[n+1]
2k , ξ∗(y1, y2))dy1dy2, (3.4)

ξ∗(y1, y2) = ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1) − δn+1V (t[n+1]

2k+1 , ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1)) + y2,

J
[n+1]
a,2k = δn+1

∫
Rd

Θn+1(y)F (t[n+1]
2k , ξ

[n+1]
2k+2 (x, y), U [n+1](t[n+1]

2k , ξ
[n+1]
2k+2 (x, y)))dy (3.5)

J
[n+1]
b,2k = δn+1F (t[n+1]

2k+1 , x, U1 + U2), (3.6)
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U1 =
∫
Rd

Θn+1(y)U [n+1](t[n+1]
2k , ξ

[n+1]
2k+1 (x, y))dy,

U2 = δn+1F (t[n+1]
2k , x, U [n+1](t[n+1]

2k , x)).

Pour I [n+1]
2k on remarque que

Θn(z) =
∫
Rd

Θn+1(z − y)Θn+1(y)dy

et que donc ∫
Rd

Θn(z)U [n](t[n]
k , ξ

[n]
k+1(x, z))dz =

=
∫
Rd

∫
Rd

Θn+1(y1)Θn+1(y2)U [n](t[n]
k , ξ

[n]
k+1(x, y1 + y2))dy1dy2. (3.7)

En utilisant cette relation et l’inégalité

∣∣∣ξ[n+1]
2k+2 (x, y1) − δn+1V (t[n+1]

2k+1 , ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1)) + y2 − ξ

[n]
k+1(x, y1 + y2)

∣∣∣ =

= δn+1|V (t[n+1]
2k+1 , ξ

[n+1]
2k+2 (x, y1)) − V (t[n]

k+1, x)| ≤

≤ δ2
n+1 sup

(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|∂tV (s, y)|+δn+1 sup
(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|∇V (s, y)|(δn+1 sup
(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|V (s, y)|+ |y1|)

(pour τ+ voir (2.32)), on obtient

∣∣∣U [n+1](t[n+1]
2k , ξ∗(y1, y2)) − U [n](t[n]

k , ξ
[n]
k+1(x, y1 + y2))

∣∣∣ ≤

≤ sup
y∈Rd

|U [n+1](t[n+1]
2k , y) − U [n](t[n]

k , y)|+

+ sup
(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|∇U [n+1](s, y)|(δ2
n+1 sup

(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|∂tV (s, y)|+

+δn+1 sup
(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|∇V (s, y)|(δn+1 sup
(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|V (s, y)| + |y1|)), (3.8)

où ξ∗(y1, y2) est définie par (3.4). On rappelle que d’après le lemme 2.4 |∇U [n+1](t, x)| est

majoré par une constante indépendante de n. Donc, compte tenu aussi des relations
∫
Rd

Θn+1(y)dy = 1,
∫
Rd

Θn+1(y1)|y1|dy1 = C
√
δn+1

(C étant une constante indépendante de n), des expressions de (3.4) et de (3.7) on obtient∣∣∣∣I [n+1]
2k −

∫
Rd

Θn(y)U [n](t[n]
k , x− δnV (t[n]

k+1, x) + y)dy
∣∣∣∣ ≤

≤ sup
y∈Rd

|U [n+1](t[n+1]
2k , y) − U [n](t[n]

k , y)| +K1δ
3/2
n sup

y∈Rd

|∇U [n+1](t[n+1]
2k , y)|. (3.9)
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En particulier, on a

|U [n+1](t[n+1]
2 , x) − U [n](t[n]

1 , x)| ≤ K1δ
3/2
n sup

y∈Rd

|∇U0(y)|, (3.10)

où K1 est une constante indépendante de n.

Maintenant on va estimer

J
[n+1]
a,2k + J

[n+1]
b,2k − δnF (t[n]

k , x, U
[n](t[n]

k , x)) =

= J
[n+1]
a,2k − δn+1F (t[n]

k , x, U
[n](t[n]

k , x)) + J
[n+1]
b,2k − δn+1F (t[n]

k , x, U
[n](t[n]

k , x)).

Pour cela, en utilisant les hypothèses sur la régularité de v(t, x) et de f(t, x, u) (donc de

V (t, x) et de F (t, x, U)), on obtient
∣∣∣∣J [n+1]
a,2k − δn+1F (t[n]

k , x, U
[n](t[n]

k , x))
∣∣∣∣ ≤

≤ K2(δ2
n+1 + δ

3/2
n+1) +K2δn+1|U [n+1](t[n+1]

2k , x) − U [n](t[n]
k , x)|, (3.11)∣∣∣∣J [n+1]

b,2k − δn+1F (t[n]
k , x, U

[n](t[n]
k , x))

∣∣∣∣ ≤

≤ K3(δ2
n+1 + δ

3/2
n+1) +K3|U [n+1](t[n+1]

2k , x) − U [n](t[n]
k , x)|, (3.12)

où K2 et K3 sont des constantes indépendantes de n.

À partir des relations (3.3), (3.9), (3.11), et (3.12), on déduit qu’il existe une constante

K4 indépendante de n telle que

|U [n+1](t[n+1]
2k+2 , x) − U [n](t[n]

k+1, x)| ≤

≤ (1 +K4δn+1) sup
y∈Rd

|U [n+1](t[n+1]
2k , y) − U [n](t[n]

k , y)| +K4δ
3/2
n+1. (3.13)

Donc, si on pose

Yk = sup
x∈Rd

|U [n+1](t[n+1]
2k , x) − U [n](t[n]

k , x)|,

on a

Yk+1 ≤ (1 +K4δn+1)Yk +K4δ
3/2
n+1.

Compte tenu de la relation Y0 = 0, on en déduit que

Yk ≤ δ
3/2
n+1K4

k∑
j=0

(1 +K4δn+1)k−j ≤ δ
1/2
n+1e

tK4 ,
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d’où on obtient

sup
x∈Rd

|U [n+1](t, x) − U [n](t, x)| ≤
√
δn+1e

tK4 . (3.14)

Comme
∞∑
n=1

√
δn =

∞∑
n=1

1
2n/2 < ∞,

l’inégalité (3.14) et la définition (2.19) impliquent que la suite U [n](t, x) converge uniformé-

ment vers une fonction U(t, x) dans [0, τ ] × Rd. La convergence uniforme de Ũ [n](t, x) vers

U(t, x) résulte immédiatement de la définition (2.20). Le lemme est démontré. □

Maintenant, nous allons démontrer la convergence des dérivées premières ∂
∂xj
U [n](t, x) et

∂
∂xj
Ũ [n](t, x) pour j = 1, · · · , d.

Lemme 3.2. Supposons que les hypothèses (1.5)–(1.13) sont remplies. Soient U [n](t, x) et

Ũ [n](t, x), n = 1, 2, · · · , les fonctions définies par (2.17)–(2.20). Alors pour tout τ > 0 les

dérivées premières ∂
∂xj
U [n](t, x) et ∂

∂xj
Ũ [n](t, x) (j = 1, · · · , d) convergent uniformément

dans [0, τ ] × Rd quand n → ∞.

Démonstration. Pour démontrer que ∂
∂xj
U [n](t, x) (j = 1, · · · , d) converge uniformément

dans [0, τ ] × Rd pour n → ∞, on dérive les deux membres de (3.1).

En utilisant les notations w[1,n]
i,k (x) et ξ[n]

k+1(x, y) introduite dans (2.25) et dans (3.2) res-

pectivement, on obtient
∂

∂xi
U [n+1](t[n+1]

2k+2 , x) = w
[1,n+1]
i,2k+2 (x) =

=
∫
Rd

∫
Rd

Θn+1(y1)Θn+1(y2)
[
w

[1,n+1]
i,2k (ξ∗) − δn+1

d∑
j=1

w
[1,n+1]
j,2k (ξ∗)

(
∂xi
Vj(t[n+1]

2k+2 , x)+

+
d∑
l=1

∂xl
Vj(t[n+1]

2k+1 , ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1))∂xi

ξ
[n+1]
2k+2,l(x, y1)

)]
dy1dy2+

+δn+1

∫
Rd

Θn+1(y1)
d∑
j=1

[
F ′
j,2k(ξ

[n+1]
2k+2 (x, y1), U [n+1](t[n+1]

2k , ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1)))+

+F ′
U,2k(ξ

[n+1]
2k+2 (x, y1), U [n+1](t[n+1]

2k , ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1)))w[1,n+1]

j,2k (ξ[n+1]
2k+2 (x, y1))

]
×

×∂xi
ξ

[n+1]
2k+2,j(x, y1)dy1 + δn+1F

′
i,2k+1(x, U [n+1](t[n+1]

2k+1 , x))+
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+δn+1F
′
U,2k+1(x, U [n+1](t[n+1]

2k+1 , x))w[n+1]
i,2k+1(x), (3.15)

où

ξ∗ = ξ∗(y1, y2) = ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1) − δn+1V (t[n+1]

2k+1 , ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1)) + y2. (3.16)

De (3.15) et de (2.40) (avec le remplacement évident) on déduit

∂

∂xi
U [n+1](t[n+1]

2k+2 , x) − ∂

∂xi
U [n](t[n]

k+1, x) =
7∑
p=1

Zp, (3.17)

où

Z1 =
∫
Rd

∫
Rd

Θn+1(y1)Θn+1(y2)
(
w

[1,n+1]
i,2k (ξ∗) − w

[1,n]
i,k (ξ[n]

k+1(x, y1 + y2))
)
dy1dy2, (3.18)

Z2 = δn+1

∫
Rd

∫
Rd

Θn+1(y1)Θn+1(y2)
d∑
j=1

Λ2,j(x, y1, y2)dy1dy2, (3.19)

Λ2,j(x, y1, y2) = −∂xi
Vj(t[n+1]

2k+2 , x)w[1,n+1]
j,2k (ξ∗) + ∂xi

Vj(t[n]
k+1, x)w[1,n]

j,k (ξ[n]
k+1(x, y1 + y2)),

Z3 = δn+1

∫
Rd

∫
Rd

Θn+1(y1)Θn+1(y2)
d∑
j=1

Λ3,j(x, y1, y2)dy1dy2, (3.20)

Λ3,j(x, y1, y2) = −
d∑
l=1

∂xl
Vj(t[n+1]

2k+1 , ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1))∂xi

ξ
[n+1]
2k+2,l(x, y1)w[1,n+1]

j,2k (ξ∗)+

+∂xi
Vj(t[n]

k+1, x)w[1,n]
j,k (ξ[n]

k+1(x, y1 + y2)),

Z4 = δn+1

∫
Rd

Θn+1(y1)
d∑
j=1

F ′
j,2k(ξ

[n+1]
2k+2 (x, y1), U [n+1](t[n+1]

2k , ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1)))×

×∂xi
ξ

[n+1]
2k+2,j(x, y1)dy1 − δn+1F

′
i,k(x, U [n](t[n]

k , x)), (3.21)

Z5 = δn+1

∫
Rd

Θn+1(y1)
d∑
j=1

F ′
u,2k(ξ

[n+1]
2k+2 (x, y1), U [n+1](t[n+1]

2k , ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1)))w[1,n+1]

j,2k (ξ[n+1]
2k+2 (x, y1))×

×∂xi
ξ

[n+1]
2k+2,j(x, y1)dy1 − δn+1F

′
U,k(x, U [n](t[n]

k , x))w[1,n]
i,k (x), (3.22)

Z6 = δn+1
(
F ′
i,2k+1(x, U [n+1](t[n+1]

2k+1 , x)) − F ′
i,k(x, U [n](t[n]

k , x))
)
, (3.23)

Z7 = δn+1
(
F ′
U,2k+1(x, u[n+1](t[n+1]

2k+1 , x))w[1,n+1]
i,2k+1 (x) − F ′

U,k(x, U [n](t[n]
k , x))w[1,n]

i,k (x)
)
. (3.24)

Comme

ξ∗ − ξ
[n]
k+1(x, y1 + y2) = δn+1(V (t[n]

k+1, x) − V (t[n+1]
2k+1 , ξ

[n+1]
2k+2 (x, y1))),
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on obtient

|w[1,n+1]
i,2k (ξ∗) − w

[1,n]
i,k (ξ[n]

k+1(x, y1 + y2))| ≤

≤ sup
y∈Rd

|w[1,n+1]
i,2k (y) − w

[1,n]
i,k (y)| + sup

y∈Rd

|∇w[1,n+1]
i,2k (y)|(δ2

n+1 sup
(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|∂tV (s, y)|+

+δn+1 sup
(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|∇V (s, y)|(δn+1 sup
(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|V (s, y)| + |y1|)). (3.25)

Or, comme Dα
xU

[n](t, x) avec |α| = 2 dans le sens de distribution ne contient pas de partie

avec une mesure concentrée sur {xd = 0}, pour compléter l’estimation (2.44) il suffit de

prolonger Dα
xU

[n](t, x) (|α| = 2) sur {xd = 0} par

1
2

[
lim

xd→0+
Dα
xU

[n](t, x) + lim
xd→0−

Dα
xU

[n](t, x)
]
,

ce qui nous permet de considérer que |∇w[1,n+1]
i,2k | est majoré par une constante indépendante

de n. Donc, de manière analogue à l’obtention de (3.9), de (3.25) on obtient

|Z1| ≤ sup
y∈Rd

|w[1,n+1]
i,2k (y) − w

[1,n]
i,k (y)| + C0δ

3/2
n+1, (3.26)

où C0 est une constante indépendante de n déterminée seulement par les données de la

régularité de F et V et le lemme 2.5. Dans la suite, nous écrivons C0 quand il s’agit d’une

constante déterminée par les hypothèses du lemmme.

Introduisons la notation

Y
[1]
k =

d∑
i=1

sup
x∈Rd

|w[1,n+1]
i,2k (x) − w

[1,n]
i,k (x)|. (3.27)

En rappelant que t[n+1]
2k+2 = t

[n]
k+1 et en utilisant l’inégalité (3.25), qui, écrite avec j au lieu

de i, est valable pour tout j ∈ {1, · · · , d}, on obtient

|Z2| ≤ δn+1C0(Y [1]
k + C0δ

3/2
n+1). (3.28)

En ce qui concerne Λj(y1, y2) qui se trouve sous le signe d’intégration de (3.20), compte

tenu de la relation

∂xi
ξ

[n+1]
2k+2,l(x, y1) = δil − δn+1∂xi

Vl(t[n+1]
2k+2 , x), (3.29)

on a

Λ3,j(x, y1, y2) = δn+1

d∑
l=1

∂xl
Vj(t[n+1]

2k+1 , ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1))∂xi

Vl(t[n+1]
2k+2 , x)w[1,n+1]

j,2k (ξ∗)+ (3.30)
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+(∂xi
Vj(t[n]

k+1, ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1)) − ∂xi

Vj(t[n+1]
2k+1 , ξ

[n+1]
2k+2 (x, y1)))w[1,n+1]

j,2k (ξ∗)+

+(∂xi
Vj(t[n]

k+1, x) − ∂xi
Vj(t[n]

k+1, ξ
[n+1]
2k+2 (x, y1)))w[1,n+1]

j,2k (ξ∗)+

+∂xi
Vj(t[n]

k+1, x)(w[1,n+1]
j,2k (ξ[n]

k+1(x, y1 + y2)) − w
[1,n+1]
j,2k (ξ∗))+

+∂xi
Vj(t[n]

k+1, x)(w[1,n]
j,k (ξ[n]

k+1(x, y1 + y2)) − w
[1,n+1]
j,2k (ξ[n]

k+1(x, y1 + y2))).

Comme

|∂xi
Vj(t[n]

k+1, ξ) − ∂xi
Vj(t[n+1]

2k+1 , ξ)| ≤ δn+1 sup
(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|∂t∂xi
Vj(s, y)| (ξ ∈ Rd),

|∂xi
Vj(t[n]

k+1, x− z) − ∂xi
Vj(t[n]

k+1, ξ
[n+1]
2k+2 (x− z, y1))| ≤

≤ sup
(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|∇∂xi
Vj(s, y)|(δn+1 sup

(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|V (s, y)| + |y1|),

compte tenu de (3.25) et des valeurs uniformément bornées par hypothèses et le lemme 2.5,

on a

|Z3| ≤ C0(δ2
n+1 + δ

3/2
n+1) + δn+1C0Y

[1]
k . (3.31)

En ce qui concerne Z4, Z5, Z6 et Z7, en rappelant la convention de notation F ′
·,2k(x, u) =

F ′
·,k(x, u) et en tenant compte de la relation

|F ′
·,k(x(1), U (1)) − F ′

·,k(x(2), U (2))| ≤ C0(|x(1) − x(2)| + |U (1) − U (2)|),

et de la condition (1.9) et de la définition (2.16) ainsi que de (3.29), on a

|Z4 + Z5 + Z6 + Z7| ≤ C0(δ2
n+1 + δ

3/2
n+1) + δn+1C0(Yk + Y

[1]
k ), (3.32)

où

Yk =
d∑
i=1

sup
x∈Rd

|U [1,n+1]
i,2k (x) − U

[1,n]
i,k (x)|.

En faisant la somme des inégalités (3.26), (3.28), (3.31), (3.32), et en rappelant la défi-

nition w
[1,n]
i,k (x) = ∂

∂xi
U [n](t[n]

k , x) et la relation (3.17), on a

∣∣∣∣ ∂∂xiU [n+1](t[n+1]
2k+2 , x) − ∂

∂xi
U [n](t[n]

k+1, x)
∣∣∣∣ ≤

7∑
p=1

|Zp| ≤

≤ sup
y∈Rd

∣∣∣∣ ∂∂xiU [n+1](t[n+1]
2k , y) − ∂

∂xi
U [n](t[n]

k , y)
∣∣∣∣ + C0(δ2

n+1 + δ
3/2
n+1) + δn+1C0(Yk + Y

[1]
k ),
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où C0 désigne encore une constante générique indépendante de n. Comme cette inégalité est

valable pour tout x ∈ Rd, en faisant la somme de cette inégalité pour i = 1, · · · , d on obtient

Y
[1]
k+1 ≤ Y

[1]
k + C0(δ2

n+1 + δ
3/2
n+1) + δn+1C0(Yk + Y

[1]
k ). (3.33)

Si on pose

Ỹ
[1]
k = Yk + Y

[1]
k , (3.34)

alors, en adjoignant (3.33) et (3.13), on obtient

Ỹ
[1]
k+1 ≤ Ỹ

[1]
k + C̃0(δ2

n+1 + δ
3/2
n+1) + δn+1C̃0Ỹ

[1]
k (3.35)

avec une constante C̃0 indépendante de n. Donc, de manière analogue à la déduction de

(3.14) on obtient

Ỹ
[1]
k ≤ δ

1/2
n+1e

tC̃0 . (3.36)

Comme ∑∞
n=1 δ

1/2
n < ∞, à partir de l’inégalité (3.36), on déduit que ∂

∂xi
U [n](t, x) converge

uniformément dans [0, τ ]×Rd. Comme ∂
∂xi
U [n](t, x) converge uniformément, la fonction limite

coïncide avec ∂
∂xi
U(t, x), où U(t, x) est la fonction limite de la suite {U [n](t, x)}∞

n=1.

Enfin, de ce résultat et de la définition (2.20), on déduit que ∂
∂xi
Ũ [n](t, x) converge uni-

formément dans [0, τ ] × Rd vers ∂
∂xi
U(t, x). Le lemme est démontré. □

3.2 Convergence des dérivées secondes des solutions

approchées

En ce qui concerne la convergence des dérivées secondes de Ũ [n](t, x), nous utilisons l’idée

de [3], mais nous l’appliquons directement à Ũ [n](t, x) au lieu de U [n](t, x), car dans notre

cas U [n](t, x) n’a pas de régularité suffisante.

Lemme 3.3. Supposons que les hypothèses (1.5)–(1.13) sont remplies. Soient Ũ [n](t, x),

n = 1, 2, · · · les fonctions définies par (2.17)–(2.20). Soit U(t, x) la fonction limite obte-
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nue dans le lemme 3.1. Alors, quel que soit t > 0, les fonctions ∂2

∂xj∂xi
Ũ [n](t, x) convergent

ponctuellemément vers ∂2

∂xj∂xi
U(t, x) (i, j = 1, · · · , d) dans Rd pour n → ∞.

Démonstration. Fixons un t > 0 et considérons une famille de sous-domaines bornés Gm

de Rd telle que Gm ⊂ Gm+1 pour m = 1, 2, · · · et que
∞⋃
m=1

Gm = Rd. Comme les dérivées

secondes de Ũ [n](t, x) sont uniformément bornées dans Rd (voir le lemme 2.5) et que, pour

chaque t > 0 fixé, leur gradient est lui aussi uniformément bornée dans Rd (voir le lemme

2.6), d’après le théorème d’Ascoli-Arzela dans chaque sous-domaine Gm il existe une sous-

suite { ∂2

∂xj∂xi
Ũ [nq ](t, x)}∞

q=1 qui converge uniformément sur Gm pour tout i, j ∈ {1, · · · , d}.

Comme ∂
∂xi
Ũ [n](t, x) convergent uniformément vers ∂

∂xi
U(t, x) dans Rd, la limite de cette

sous-suite ne peut être que ∂2

∂xj∂xi
U(t, x). En outre, si la suite entière { ∂2

∂xj∂xi
Ũ [n](t, x)}∞

q=1

ne convergeait pas uniformément vers ∂2

∂xj∂xi
U(t, x) sur Gm, du fait que ∂2

∂xj∂xi
Ũ [n](t, x) sont

uniformément bornées et équicontinues et du théorème d’Ascoli-Arzela on peut déduire sans

difficulté une contradiction, ce qui implique que ∂2

∂xj∂xi
Ũ [n](t, x) convergent uniformément

vers ∂2

∂xj∂xi
U(t, x) sur Gm pour n → ∞.

La convergence de ∂2

∂xj∂xi
Ũ [n](t, x) vers ∂2

∂xj∂xi
U(t, x) sur Gm étant établie, en passant

à la limite dans la famille de sous-domaines Gm, on obtient la convergence ponctuelle de
∂2

∂xj∂xi
Ũ [n](t, x) vers ∂2

∂xj∂xi
U(t, x) dans Rd =

∞⋃
m=1

Gm. □

3.3 Passage à la limite

Maintenant nous allons montrer le passage à la limite dans la structure de l’équation de

transport-diffusion pour Ũ [n](t, x), n → ∞. Le point crucial pour le passage à la limite est

le lemme suivant.

Lemme 3.4. Soient ε et τ deux nombres réels tels que 0 < ε < τ . Soit Ũ [n](t[n]
k , x)

la fonction définie par (2.17)–(2.20). Supposons que les hypothèses (1.5)–(1.13) sont
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remplies. Alors, pour ε ≤ t
[n]
k−1 ≤ t

[n]
k ≤ τ et x ∈ Rd, on a

Ũ [n](t[n]
k , x) − Ũ [n](t[n]

k−1, x)
δn

= −V (t[n]
k , x) · ∇Ũ [n](t[n]

k−1, x)+

+κ∆Ũ [n](t[n]
k−1, x) + Θn ∗ F (t[n]

k−1, ·, U [n](t[n]
k−1, ·))(x) +R (3.37)

avec

|R| ≤ δ1/2
n C, (3.38)

où C est une constante déterminée par ε et τ et indépendante de n.

Démonstration. On remarque que, en vertu des définitions (2.18) et (2.20), on a
∫
Rd

Θn(z)
∫
Rd

Θn(y)U [n](t[n]
k−1, x− z − δnV (t[n]

k , x− z) − y)dydz =

=
∫
Rd

Θn(y)Ũ [n](t[n]
k−1, x− δnV (t[n]

k , x) − y)dy+

+
∫
Rd

Θn(y)
∫
Rd

Θn(z)DV,zU(x, y, z)dzdy (3.39)

où

DV,zU(x, y, z) =

= U [n](t[n]
k−1, x− z − δnV (t[n]

k , x− z) − y) − U [n](t[n]
k−1, x− z − δnV (t[n]

k , x) − y).

En ce qui concerne le premier terme du second membre de (3.39), d’après la formule de

Taylor on a

Ũ [n](t[n]
k−1, x− δnV (t[n]

k , x) − y) =

= Ũ [n](t[n]
k−1, x) − δnV (t[n]

k , x) · ∇Ũ [n](t[n]
k−1, x) − y · ∇Ũ [n](t[n]

k−1, x)+

+1
2

d∑
i,j=1

[δ2
nVi(t

[n]
k , x)Vj(t[n]

k , x) − 2δnVi(t[n]
k , x)yj + yiyj]

∂2Ũ [n](t[n]
k−1, x)

∂xi∂xj
+

+1
6

d∑
i,j,h=1

µiµjµh
∂3Ũ [n](t[n]

k−1, x̃)
∂xi∂xj∂xh

(3.40)

où µi = −δnVi − yi (et d’une manière similaire pour µj et µh), tandis que x̃ est un point

entre x et x− δnV (t[n]
k , x) − y. Or, comme

∫
Rd

Θn(y)yjdy = 0,
∫
Rd

Θn(y)yiyjdy = 0 si i ̸= j,
∫
Rd

Θn(y)y2
i dy = 2δnκ,
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on a ∫
Rd

Θn(y)y · ∇Ũ [n](t[n]
k−1, x)dy = 0,

∫
Rd

Θn(y)
[1
2

d∑
i,j=1

(
δ2
nVi(t

[n]
k , x)Vj(t[n]

k , x) − 2δnVi(t[n]
k , x)yj + yiyj

)∂2Ũ [n](t[n]
k−1, x)

∂xi∂xj

]
dy =

= δnκ∆Ũ [n](t[n]
k−1, x) + δ2

n

1
2

d∑
i,j=1

Vi(t[n]
k , x)Vj(t[n]

k , x)∂
2Ũ [n](t[n]

k−1, x)
∂xi∂xj

;

par conséquent, on a
∫
Rd

Θn(y)Ũ [n](t[n]
k−1, x− δnV (t[n]

k , x) − y)dy =

= Ũ [n](t[n]
k−1, x) − δnV (t[n]

k , x) · ∇Ũ [n](t[n]
k−1, x)+

+δnκ∆Ũ [n](t[n]
k−1, x) + δ2

n

1
2

d∑
i,j=1

Vi(t[n]
k , x)Vj(t[n]

k , x)∂
2Ũ [n](t[n]

k−1, x)
∂xi∂xj

+

+
∫
Rd

Θn(y)1
6

d∑
i,j,h=1

µiµjµh
∂3Ũ [n](t[n]

k−1, x̃)
∂xi∂xj∂xh

dy. (3.41)

Nous fixons ε > 0 et τ > ε. Alors, compte tenu de la relation |µi| ≤ δn sup
(s,y)∈[0,τ+]×Rd

|V (s, y)|

(et d’une manière similiaire pour µj et µh) et de la relation
∫
Rd

Θn(y)|yi|dy = 2
√
δnκ√
π

,

on déduit du lemme 2.6 qu’il existe une constante C0 telle que pour n ≥ n avec un certain

n ∈ N on ait ∣∣∣∣ ∫
Rd

Θn(y)1
6

d∑
i,j,h=1

µiµjµh
∂3Ũ [n](t[n]

k−1, x̃+ z)
∂xi∂xj∂xh

dy
∣∣∣∣ ≤ C0δ

3/2
n . (3.42)

D’autre part, comme

|DV,zU(x, y, z)| ≤ δn|z| sup
(s,ξ)∈[0,τ+]×Rd

|∇U [n](s, ξ)| sup
(s,ξ)∈[0,τ+]×Rd

|∇V (s, ξ)|,

en rappelant le lemme 2.4, on obtient∣∣∣∣ ∫
Rd

Θn(y)
∫
Rd

Θn(z)DV,zU(x, y, z)dzdy
∣∣∣∣ ≤ C1δ

3/2
n (3.43)

avec une constante C1.

Des relations (3.39)–(3.43) on déduit que
∫
Rd

Θn(z)
∫
Rd

Θn(y)U [n](t[n]
k−1, x− z − δnV (t[n]

k , x− z) − y)dydz =
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= Ũ [n](t[n]
k−1, x) − δnV (t[n]

k , x) · ∇Ũ [n](t[n]
k−1, x) + δnκ∆Ũ [n](t[n]

k−1, x) +R1

avec |R1| ≤ δ3/2
n (C0 + C1), ce qui, joint à (2.18) et (2.20), entraîne (3.37). □

Le lemme 3.4 étant démontré, on définit la fonction

Ũ
[n]

(t, x) = 1
δn

∫ t+δn

t
Ũ [n](t′, x)dt′. (3.44)

On remarque que, en vertu du lemme 3.1, la fonction Ũ
[n]

(t, x) converge ponctuellement vers

U(t, x) dans R+ × Rd.

Choisissons ε et τ tels que 0 < ε < τ et considérons t, t[n]
k−1, t

[n]
k tels que ε < t

[n]
k−1 ≤ t ≤

t
[n]
k < τ . Alors d’après la définition (2.19) on a

∂tŨ
[n]

(t, x) = 1
δn

[
Ũ [n](t+ δn, x) − Ũ [n](t, x)

]
=

= t
[n]
k − t

δn

Ũ [n](t[n]
k , x) − Ũ [n](t[n]

k−1, x)
δn

+ t− t
[n]
k−1

δn

Ũ [n](t[n]
k+1, x) − Ũ [n](t[n]

k , x)
δn

.

En y substituant la relation (3.37) et en utilisant aussi (2.19), on a

∂tŨ
[n]

(t, x) =

= −V (t[n]
k , x) · ∇Ũ [n](t, x) − t− t

[n]
k

δn
(V (t[n]

k+1, x) − V (t[n]
k , x)) · ∇Ũ [n](t[n]

k , x)+

+κ∆Ũ [n](t, x) + Θn ∗DF,k−1,k(x) +R, (3.45)

où R est un terme qui vérifie la condition (3.38) et

DF,k−1,k(x) = t
[n]
k+1−t
δn

F (t[n]
k−1, ·, U [n](t[n]

k−1, ·))(x) + t− t
[n]
k

δn
Θn ∗ F (t[n]

k , ·, U [n](t[n]
k , ·))(x).

Pour la formule (3.45) on a le lemme suivant.

Lemme 3.5. La suite −V (t[n]
k , x)·∇Ũ [n](t, x)− t−t[n]

k

δn
(V (t[n]

k+1, x)−V (t[n]
k , x))·∇Ũ [n](t[n]

k , x)+

converge ponctuellement sur Rd vers

−V (t, x) · ∇U(t, x) + κ∆U(t, x) + F (t, x, U(t, x))

pour n → ∞.
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Démonstration. En vertu de la continuité en t de V (t, x), de la convergence de ∇Ũ [n](t, x)

vers ∇U(t, x) (voir le lemme 3.1) et du fait que ∇Ũ [n](t[n]
k , x) est uniformément borné (voir

le lemme 2.4), on a

V (t[n]
k , x) · ∇Ũ [n](t, x) → V (t, x) · ∇U(t, x) pour n → ∞, (3.46)

t− t
[n]
k

δn
(V (t[n]

k+1, x) − V (t[n]
k , x)) · ∇Ũ [n](t[n]

k , x) → 0 pour n → ∞. (3.47)

D’autre part, comme le second membre de (3.37) est borné par une constante L qui ne

dépend pas de n, on a |Ũ [n](t[n]
k , x) − Ũ [n](t[n]

k−1, x)| ≤ Lδn, ce qui entraîne que

|Ũ [n](t1, x) − Ũ [n](t2, x)| ≤ L|t1 − t2|, |U(t1, x) − U(t2, x)| ≤ L|t1 − t2|.

Donc, compte tenu aussi de l’hypothèse sur la régularité de F (·, ·, ·), on obtient

DF,k−1,k(x) → F (t, x, U(t, x)) pour n → ∞. (3.48)

Des relations (3.45)–(3.48), jointes à la relation ∆Ũ [n](t, x) → ∆U(t, x) pour n → ∞, qui

découle du lemme 3.3, on déduit que le second membre de (3.45) converge ponctuellement

vers

−V (t, x) · ∇U(t, x) + κ∆U(t, x) + F (t, x, U(t, x)).

Le lemme est démontré. □

On a aussi la convergence de ∂tŨ
[n]

(t, x) vers la dérivée généralisée ∂tU(t, x).

Lemme 3.6. Le premier membre de (3.45) converge ponctuellement vers la dérivée

généralisée ∂tU(t, x) pour n → ∞.

Démonstration. La convergence du second membre de (3.45) implique aussi la conver-

gence de ∂tŨ
[n]

(t, x) vers une fonction, que nous notons à titre provisoire ω(t, x). Alors, en

rappelant la définition (3.44), on a∫ t2

t1
ω(t, x)dt = lim

n→∞

∫ t2

t1
∂tŨ

[n]
(t, x)dt = lim

n→∞

(
Ũ

[n]
(t2, x) − Ũ

[n]
(t1, x)

)
= U(t2, x) − U(t1, x),

ce qui nous permet d’identifier, au sens de dérivée généralisée, ω(t, x) avec ∂tU(t, x). Le

lemme est démontré. □
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3.4 Résultat principal et sa démonstration

Le résultat principal de notre travail est le théorème suivant.

Théorème 3.7. On suppose que les hypothèses (1.5)–(1.13) sont remplies. Alors les

fonctions ũ[n](t, x) définies par (2.9)–(2.11) et leurs dérivées premières ∂
∂xi
ũ[n](t, x), i =

1, · · · , d, convergent uniformément vers une fonction u(t, x) et ses dérivées premières
∂
∂xi
u(t, x) dans [0, τ ] × Ω pour tout τ > 0, et leurs dérivées secondes ∂2

∂xi∂xj
ũ[n](t, x),

i, j = 1, · · · , d, convergent ponctuellement vers ∂2

∂xi∂xj
u(t, x) pour t > 0, x ∈ Ω. En

outre, la fonction limite u(t, x) admet la dérivée généralisée par rapport à t > 0 et vérifie

l’équation (1.2) et les conditions (1.3)–(1.4).

Le théorème 3.7 résultera de la proposition suivante.

Proposition 3.8. On suppose que les hypothèses (1.5)–(1.13) sont remplies. Alors les

fonctions Ũ [n](t, x) définies par (2.17)–(2.20) et leurs dérivées premières ∂
∂xi
Ũ [n](t, x),

i = 1, · · · , d, convergent uniformément vers une fonction U(t, x) et ses dérivées premières
∂
∂xi
U(t, x) dans [0, τ ] × Ω pour tout τ > 0, et leurs dérivées secondes ∂2

∂xi∂xj
Ũ [n](t, x),

i, j = 1, · · · , d, convergent ponctuellement vers ∂2

∂xi∂xj
U(t, x) pour t > 0, x ∈ Ω, tandis

que la fonction limite U(t, x) admet la dérivée généralisée par rapport à t > 0 et satisfait

à l’équation

∂tU(t, x)+V (t, x) ·∇U(t, x) = κ∆U(t, x)+F (t, x, U(t, x)) dans ]0,∞[ ×Rd, (3.49)

à la condition initiale

U(0, x) = U0(x) dans Rd, (3.50)

et à la condition

U(t, x′, 0) = 0 sur {xd = 0}. (3.51)

Démonstration. En vertu des lemmes 3.1, 3.2, 3.3 et 3.6, on peut conclure que les fonctions

Ũ [n](t, x) définies par (2.17)–(2.20) et leurs dérivées premières ∂
∂xi
Ũ [n](t, x), i = 1, · · · , d,
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convergent uniformément vers une fonction U(t, x) et ses dérivées premières ∂
∂xi
U(t, x) dans

l’intervalle [0, τ ] × Ω pour tout τ > 0. De plus, leurs dérivées secondes ∂2

∂xi∂xj
Ũ [n](t, x),

i, j = 1, · · · , d, convergent ponctuellement vers ∂2

∂xi∂xj
U(t, x) pour t > 0 et x ∈ Ω. Enfin, la

fonction limite U(t, x) possède une dérivée généralisée par rapport à t > 0.

D’autre part, des lemmes 3.5 et 3.6 on déduit que la fonction U(t, x) satisfait à l’équation

(3.49) dans [ε, τ ] × Rd. Or, comme nous pouvons choisir ε et τ (0 < ε < τ) de manière

arbitraire, il résulte que la fonction U(t, x) satisfait à l’équation (3.49) dans ]0,∞[ ×Rd.

Enfin, les relations (3.50) et (3.51) résultent de la condition (2.17) et de la relation (2.21)

ainsi que de la convergence uniforme de U [n] vers U , ce qui achève la démonstration du

théorème 3.8. □

Démonstration du théorème 3.7. Pour démontrer le théorème 3.7 il suffit de rappeler

le lemme 2.1, de sorte qu’on a

lim
n→∞

Ũ [n](t, x) = lim
n→∞

ũ[n](t, x) = U(t, x) = u(t, x) pour t ≥ 0, x ∈ Ω

et que la restriction de l’équation (3.49) à Ω coïncide avec l’équation (1.2). En outre, les

conditions (1.3) et (1.4) résultent de (3.50) et (3.51) et du lemme 2.1. Le théorème 3.7 est

démontré. □



Conclusion et Perspectives

Nous avons étudié l’équation de transport-diffusion dans le demi-espace Rd
+ avec la condi-

tion de Dirichlet aux limites homogène. Pour cette équation nous avons construit une famille

de solutions approchées ũ[n](t, x) par la solution fondamentale de l’équation de la chaleur et la

translation sur chaque pas du temps discrétisé et nous avons démontré que ces solutions ap-

prochées convergent vers une fonction u(t, x) qui satisfait à l’équation de transport-diffusion

dans le demi-espace Rd
+, à la condition initiale donnée et à la condition de Dirichlet aux

limites homogènes. La convergence des solutions approchées démontrée était la convergence

uniforme pour les solutions approchées et leurs dérivées premières par rapport aux variables

spatiales et la convergence ponctuelle pour les dérivées secondes par rapport aux variables

spatiales ; d’autre part on a montré que la fonction limite u(t, x) possède une dérivée géné-

ralisée par rapport à la variable de temps.

Ce résultat généralise le résultat de Taleb et al. [35] de 2020 et de Smaali et al. [33] de

2021, qui démontrent des résultats analogues pour l’équation de transport-diffusion dans Rd,

et en particulier généralise le résultat de [3], qui démontrent des résultats analogues dans le

cas du domaine R2
+ avec la condition de Dirichlet aux limites homogènes sous l’hypothèse

que le transport soit parallèle à l’axe x1. Pour enlever la condition du transport parallèle à

l’hyperplan {xd = 0}, nous avons donné une estimation de la propagation de la singularité
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sous la condition du transport pas nécessairement parallèle à l’hyperplan {xd = 0}, ce qui

constitue un des points importants du point de vue technique.

Un point important de nos résultats est que les estimations des solutions approchées

et de leurs dérivées ne dépendent pas du coefficient de diffusion. Cela nous permettra de

faire tendre le coefficient de diffusion vers 0. Cette possibilité, récessament démontrée dans

le cas du domaine Rd ([1], [11]), montre l’utilité de la méthode que nous avons adoptée :

construction de solutions approchées par la solution fondamentale de l’équation de la chaleur

et la translation sur chaque pas du temps discrétisé.

Les travaux réalisés dans le cadre de cette thèse ouvrent de nouvelles perspectives de

recherche, notamment l’étude de l’équation de transport-diffusion avec une condition initiale

et des conditions aux limites de Neumann homogènes, la question de l’affaiblissement des

conditions ainsi que celle des conditions aux limites non-homogènes, et l’étude du compor-

tement de la solution de l’équation de transport-diffusion dans le demi-espace lorsque le

coefficient de diffusion tend vers zéro.
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